Tillampad matematik — en popular introduktion for
larare och ingenj6rer

Johan Bystrom och Lars-Erik Persson

Introduktion

| detta foredrag skall vi berdtta om en mycket populéar grundkurs i tillampad
matematik for doktorander i andra dmnen (&n matematik). Redan nu vill vi
papeka att atminstone 250 doktorander vid Lulea tekniska universitet (fran fler
an 30 olika avdelningar) och drygt 40 doktorander vid Uppsala Universitet (fran
16 olika avdelningar) hittills godkants pa kursen.

Vi skall dven beskriva den senaste utvecklingen, ndmligen den att kursen nu
haller pa att utvecklas som tolv webb-baserade kurspaket, varav fem finns
tillgangliga fran och med hosten 2003 for alla gymnasielarare i Sverige.

| ett appendix till var artikel forsoker vi sétta in var artikel i ett sammanhang
dar vi tycker den hor hemma i den aktuella debatten. I anslutning till detta vill vi
aven presentera nagra narliggande idéer som ligger oss varmt om hjartat.

Bakgrund till kursen

Lars-Erik Persson ar professor i matematik vid Luled tekniska universitet. Lars-
Erik har under ett antal ar givit en grundkurs i tillampad matematik for
doktorander i andra @mnen (4n matematik). Malséttningen med kursen &r att ge
deltagarna en introduktion till ett antal moderna metoder inom tillampad
matematik av speciellt intresse for forskare inom ingenjorsamnen. Lars-Erik har
under manga ar dessutom bedrivit en valdigt framgangsrik doktorandutbildning i
matematik, dar hittills 18 personer handletts till doktorsexamen (déribland Johan
Bystrom).

Johan Bystrom é&r lektor i matematik vid Lulea tekniska universitet. Johan &r
ocksa koordinator pa en av LTU:s arenor, Arena larande. | anslutning till detta
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har Johan engagerat sig i olika former for larande och distansutbildning. Johan ar
dessutom i grunden civilingenjor i datateknik och véldigt intresserad av datorer
och webbutveckling. For dvrigt ar Johan valdigt engagerad i internationalisering
I allmanhet och Barentssamarbete i synnerhet.

Tillsammans har vi slagit oss samman for att utveckla Lars-Eriks
doktorandkurs i tillampad matematik till en webbkurs. Anledningen till detta &r
att vi vill gora kursen tillganglig &ven utanfor universitetets granser och
intressera fler ménniskor till att bedriva hogre studier i matematik. Speciellt har
vi tillsammans med Centrum for Tillampad Matematik vid LTU, Skolverkets
enhet for innehallsutveckling, Nationellt Centrum for Matematikutbildning samt
Néatuniversitetet valt att erbjuda kursen till Sveriges gymnasielarare.

Huvudanledningen till att vi valt att koncentrera oss pa gymnasieldrare ar att
vi vill stimulera fler gymnasieelever att ldsa naturvetenskap och teknik vid
universitet och hdgskolor i Sverige. Kursen &r tankt att ge lararna idéer och
inblickar i moderna tillampade omraden inom matematiken. Vi tror och hoppas
att dessa larare battre kommer att kunna motivera och entusiasmera sina elever
till varfor matematik ar viktigt, anvandbart, intressant och roligt.

Kursens delmoment

Kursen innehaller féljande tolv kurspaket, varav 1, 2, 3, 7, och 9 finns
fardigutvecklade infor héstterminen 2003:

Introduktion till dimensionsanalys och skalning.

Introduktion till stérningsmetoder.

Introduktion till variationskalkyl.

Introduktion till partiella differentialekvationer.

Introduktion till Sturm-Liouville teori, teorin for generaliserade fourierserier

samt nagra ytterligare l16sningsmetoder for PDE.

Introduktion till wavelets och Gaborteori.

Introduktion till Hamiltonsk teori och isoperimetriska problem.

Introduktion till teorin for integralekvationer.

Introduktion till teorin fér dynamiska system, kaos, stabilitet och

bifurkationer.

10.Introduktion till teorin for linjara och ickelinjara vagor i kontinuerliga media
och metoden med karaktaristikor.

11.— 12. Nagra andra anvéandbara tekniker inom tillampad matematik

(distributionsteori, similaritetsmetoder, FEM, BEM, FDM, homogenisering,

interpolation, etc.)

O E
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Dessa kurspaket kommer i framtiden &ven att 6versattas till engelska, se figur 1
nedan.
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Figur 1. Kursens hemsida finns bade pa svenska och engelska.

Kursens genomférande

Da kursen vander sig till gymnasielarare spridda 6ver hela landet ges kursen som
en webbkurs. Varje kurspaket bestar av cirka 10-15 webbsidor med teori och
avslutas med en sida med 6vningar. Se figur 2 for exempel pa webbsidor.
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Figur 2. Tva exempel pa webbsidor.

Varje webbsida ar en logisk del av ett kurspaket, innehallande teori, exempel,
bilder och animeringar for att pa ett sa lattfattligt sétt som majligt forklara de
grundlaggande begreppen. Viktiga begrepp illustreras med lampliga bilder och
animationer. Se figur 3.
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Figur 3. Vissa detaljer forklaras med bilder, medan andra (som till exempel
cykloiden) med fordel illustreras med animationer.

Yitre omrade t

Externa lankar till MacTutor History of Mathematics Archive och Eric
Weisstein’s World of Mathematics finns for att djupare beskriva historiska eller
matematiska begrepp eller personer. Se nedanstaende figur.

Figur 4. Externa lankar till MacTutor och Weisstein’s world of Mathematics.

Kursdeltagarna haller kontinuerlig kontakt med kursledarna per e-post, telefon
eller WebCT. Vi éar angelagna om att kursdeltagarna kan fa den personliga
kontakt som ibland kravs for att alla detaljer skall ga att forsta.

Examination sker normalt i slutet av varje kurspaket. Det kan &ven ske efter
en samling paket har lasts. Examinationsformen véljs i samrdd mellan
kursdeltagare och handledare (beroende bland annat pa geografiska faktorer).
Normalt handlar det om skriftlig tentamen eller inlamningsuppgifter. Efter
godkant resultat pa valfritt antal kurspaket erhaller kursdeltagaren ett skriftligt
examensbevis pa genomgangen kurs.
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Figur 5. Efter genomgangen kurs far kursdeltagaren ett examensbevis.

En popular beskrivning av delmomenten
Nedan foljer en populér beskrivning av de tolv kursmomenten i kursen.

1. Introduktion till dimensionsanalys och skalning.

For att kunna berékna energin som utvecklades av den forsta atombomben 1945
gjorde matematikern G. I. Taylor en analys av vilka variabler det kunde tdnkas
bero pa. Genom att satta samman variablerna pa ett sadant satt att det bildade en
dimensionslos storhet kunde man sedan enkelt beskriva den fysikaliska lag som
beskriver energiutvecklingen. Fotografier tagna vid olika tidpunkter efter
explosionen anvandes sedan for att verifiera lagens korrekthet.

En av de mest grundldggande teknikerna som ar anvéndbar i begynnelse- eller
modelleringsfasen av ett problem ar analys av de relevanta kvantiteterna och hur
de maste hanga ihop ur ett dimensionsperspektiv. Enkelt tolkat, &pplen och paron
ar inte samma sak; ekvationer maste ha en konsistens bland ingaende variabler
som gor att man jamfor termer med samma dimension. En annan viktig procedur
ar skalning. Det innebdr grovt sett att man véljer nya (vanligtvis dimensionsldsa)
variabler och omformulerar problemet i dessa variabler. Detta &r inte bara
anvandbart utan ofta dven en nddvandighet, i synnerhet ndr man jamfor
storleksordningar hos olika termer i en ekvation for att utesluta termer av liten
storlek.

2. Introduktion till stérningsmetoder.

En sten som faller under gravitation med forsummande av luftmotstand kommer
till slut att fa oandlig hastighet (om vi inte inkluderar relativistiska effekter). Det
stammer inte med verkligheten da luftmotstandet gor att vi kommer att na en
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grénshastighet till slut. Vi kan enkelt I6sa det forstnamnda problemet. Men hur
ska vi hantera ett problem da vi till det ursprungliga aven lagger till en term (vi
stor ursprungsproblemet) som till exempel beror ickelinjart pa hastigheten (som
luftmotstandet)? Om vi antar att denna term &r liten kan vi anta att 16sningen
kommer att vara snarlik den ursprungliga men ha en additiv term som beror pa
den lilla stérningstermen. Denna additiva term hos l6sningen kommer att
kompensera sa att vi istdllet nar en granshastighet.

Nar en matematisk modell formuleras for ett fysikaliskt problem sa
representeras den ofta med ekvationer som inte &r analytiskt l6sbara. | det laget
maste man istdllet anvanda numeriska eller approximativa metoder.
Storningsmetoder hor till de vanligaste approximationsmetoderna som anvands
inom tillimpad matematik. Grovt sett kan stdrningsmetoder ge 0ss en
approximativ 16sning da problemet modelleras av ekvationer som har sma
termer. Dessa termer kommer fran fysikaliska processer som har sma men
viktiga effekter, som till exempel friktion, luftmotstand och viskositet.

3. Introduktion till variationskalkyl.

En partikel med massa m och begynnelsehastighet O glider utan friktion under
gravitation fran en punkt i vertikalplanet till en annan langs en staltrad som
beskrivs av en kurva y = y(x). Hur skall kurvan se ut for att partikeln ska fa
minsta mojliga aktid? En sapfilm som spanns upp av bojd staltrad antar en form
som gor att dess area ar minimal. Hur kommer sapytan att se ut?

Fragor som dessa kan besvaras med hjalp av variationskalkyl.
Variationskalkylen foddes nar nagra 1700-talets mest kanda matematiker
forsokte losa det forsta av de ovanstdende problemen och har sedan dess
utvecklats till en helt egen gren av matematiken, dar huvudproblemet handlar om
att optimera sa kallade funktionaler.

4. Introduktion till partiella differentialekvationer.

En klotformad julskinka med massan 2 kg tas fran rumstemperatur och satts in i
en ugn som ar 100 grader varm. Hur lang tid tar det innan innertemperaturen &r
minst 75 grader Overallt? Det problemet beskrivs av varmeledningsekvationen
som ar en av de grundlédggande partiella differentialekvationerna.

De allra flesta fysikaliska problemen i verkligheten modelleras av partiella
differentialekvationer. Det visar sig att man kan Kklassificera flera av dessa
ekvationer i nagra olika grupper, dar I6sningarna till ekvationer inom en grupp
har liknande beteende. Vi introducerar ocksd nagra grundlaggande
I6sningsmetoder (som till exempel variabelseparation) och egenskaper for linjara
PDE.

5. Introduktion till Sturm-Liouville teori, teorin for generaliserade fourierserier
samt nagra ytterligare I6sningsmetoder for PDE.

Med tre koordinater kan vi beskriva vilken punkt som helst i rummet. Mer

precist innebdr det att vi kan beskriva varje punkt i rummet som en summa av

(ortogonala) enhetsvektorer i x-, y- och z-riktningarna (de utgor en bas for

rummet) multiplicerade med en forskjutning i vardera led. Det beror pa att
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rummet &r tredimensionellt. En funktion kan vi betrakta som ett objekt som
tillhor ett rum med oé&ndlig dimension och for att beskriva varje funktion behover
vi sdledes en odndlig ortogonal bas. Det visar sig att sa kallade egenfunktioner
utgor just en sadan bas.

Tva klassiska tekniker for att hitta l6sningar till randvardesproblem grundar
sig pa att utveckling i egenfunktioner. Det ar inte svart att forsta att det ar svart
att ge generella principer som kategoriserar egenvarden och egenfunktioner hos
godtyckliga differentialoperatorer. Strategin &r darfor att analysera speciella
klasser av differentialoperatorer. En sadan klass &r sa kallade Sturm-
Liouvilleoperatorer. Den andra metoden vi beskriver hér ansluter till
variabelseparationsmetoden beskriven i forra kapitlet. 1dén héar ar rétt enkel; vi
antar att l6sningen till den partiella differentialekvationen &r en
linjirkombination av  egenfunktionerna till  en associerad  Sturm-
Liouvilleoperator. Den metoden kallas for Fouriers metod.

6. Introduktion till wavelets och Gaborteori.
| USA har FBI ett gigantiskt register for sina (kriminella) medborgares
fingeravtryck. Dessa fingeravtryck ligger lagrade som bilder i en databas. Detta
medfor tva problem. For det forsta tar bilderna stor plats. For det andra, hur kan
man jamfora tva fingeravtryck for att avgéra om de ar lika? Antag att man
istallet for bilder kunde spara en vektor med parametrar som i stort beskriver hur
bilden &r uppbyggd. For det forsta skulle man spara plats. Men viktigare ar att
man kan jamfora dessa vektorer och avgora vilken som ligger narmast pa ett
enkelt sétt. Det absolut bésta verktyget for detta (som FBI anvander) &r wavelets.
Fouriers metod handlar i grunden om att dela upp en I6sning i egenfunktioner.
Generellt visar det sig att man kan beskriva vilken (tids)funktion som helst
genom att dela upp den i odndligt manga periodiska vagor med olika frekvenser.
En av fbrdelarna med detta &r att man kan analysera funktionens
frekvensinnehall. Problemet ar dock att det finns en fysikalisk lag (Heisenbergs
osakerhetsrelation) som séger att ett objekt inte kan vara fullstandigt lokaliserat i
tidsplanet samtidigt som i frekvensplanet. En vag som har exakt bestamd
frekvens kommer dérfor att ha odndlig utstrackning 1 tiden. Ett satt att komma
forbi detta problem é&r att dela upp funktionen i sa kallade wavelets,
"vagkrusningar”, som ar nagotsanar lokaliserade bade i tid och frekvens.

7. Introduktion till Hamiltonsk teori och isoperimetriska problem.
Enligt historiska berattelser sa bad drottning Dido omkring ar 850 f.k. den
nordafrikanske hévdingen Jarbas om en bit land. Han lovade henne att fa sa
mycket land som kunde rymmas inom en kohud. Drottning Dido skar huden i
remsor och la ut den i en halvcirkel med den nordafrikanska medelhavskusten
som diameter. Pa det sattet maximerade hon den inneslutna arean och bildade dar
sedan stadsstaten Karthago. Isoperimetriska problem &r variationsproblem med
bivillkor. | problemet ovan &r arean som skall maximeras variationsproblemet
medan kohuden ar bivillkoret.

En av de viktigaste principerna inom mekaniken sdger att roérelsen hos ett
mekaniskt system &r sadant att verkan (integralen av differensen mellan den
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kinetiska och den potentiella energin) minimeras. Via variationskalkyl leder det
till en andra ordningens differentialekvation, som gar att skriva om som ett
system (Hamiltons ekvationer) av forsta ordningens differentialekvationer i
variablerna l&ge och rorelseméangd.

Ekvationen for en harmonisk oscillator (till exempel en svéangande pendel)
foljer ur Newtons lag och ar darfor av andra ordningen. Men man kan ocksa se
det som ett system av tva stycken forsta ordningens differentialekvationer i
variablerna ldge y och rorelseméngd p. Losningen till dessa ekvationer ar en
familj av ellipser i yp-planet. Detta ger kvalitativ information om hur systemet
beter sig.

8. Introduktion till teorin for integralekvationer.

En butiksagare upptacker att en viss procenthalt k(t) av varorna ar osalda tiden t
efter att denne bestallde hem dem. | vilken takt ska butikségaren bestalla hem
varor for att halla ett konstant lager? Detta ar en typ av problem som leder till en
integralekvation.

En integralekvation &r en ekvation dar den oké&nda funktionen forkommer
under ett integraltecken. Sadana ekvationer ar fundamentala i tillampad
matematik och dyker ofta naturligt upp i modelleringen av ett fysikaliskt
problem. De ar ocksa viktiga i omformuleringen av saval begynnelse- som
randvardesproblem for ordindra och partiella differentialekvationer for att kunna
studera fragor om existens av l6sningar. Vi kommer att behandla tva huvudtyper
(Fredholm och Volterra) av linjara integralekvationer.

9. Introduktion till teorin for dynamiska system, kaos, stabilitet och
bifurkationer.

En pendel som ar upphangd 6ver tre stycken attraherande magneter slapps fran
ett utgangslage. Efter en viss tids pendling kommer den att stanna ovanfor en av
magneterna. Men skulle man bara rubba utgangslaget minimalt skulle det kunna
leda till att pendeln istéllet stannar 6ver en annan magnet. Trots att pendelns
rorelser ar helt kdanda via dess ekvationer sa kan vi alltsa inte forutspa hur en
liten dndring av ingangsdata kommer att kunna paverka dess sluttillstand. Den
magnetiska pendeln &r ett typexempel pa ett kaotiskt system.

Betrakta ett system i naturen som existerar i ett tillstand T. Vi sager att T ar
stabilt (i en eller annan mening) om sma storningar eller andringar i systemet inte
drastiskt paverkat tillstandet T. Solsystemet existerar till exempel i ett
tidsberoende tillstand dar planeterna roterar runt solen pa ett ordnat satt. Det &r
kant att om en liten himlakropp (till exempel en komet) tillférs systemet sa
kommer det ursprungliga systemet inte att andras pa nagot signifikant satt. Vi
sager att det ursprungliga tillstandet ar stabilt mot sma storningar. Ett relaterat
begrepp ar bifurkation. Det uppstar i system dar tillstandet beror pa nagon
parameter. Nar denna parametern andras vid nagot kritiskt varde sa kommer
tillstandet att andras till ett annat tillstind, vanligtvis med en andring av
systemets stabilitet. Motsatsen till ett stabilt system &r nar en liten andring hos
systemet medfér en radikal andring hos tillstandet. Det brukar bendmnas kaos.
Vi kommer aven att undersoka kopplingen till fraktaler sasom Julia- och
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Mandelbrotméangder. Deltagarna far dven se ett enkelt exempel pa hur kaos kan
illustreras med hjalp av en vanlig rdknedosa.

10. Introduktion till teorin for linjara och ickelinjara vagor i kontinuerliga
media och metoden med karaktaristikor.

Nar en havsvag narmar sig stranden sa blir den hogre samtidigt som dess profil

blir brantare. Vid ett kritiskt lage néar vagkanten har en vertikal profil kommer

vagen att bryta. Vad &r det som gor att detta sker?

En av de fundamentala processerna i naturen ar vagutbredning. Vi undersoker
hur intressanta egenskaper som normalt dyker upp i naturen sasom dampning,
dispersion och chockvagor uppstar. En viktig metod for att losa partiella
differentialekvationer &r metoden med karaktaristikor. For vagekvationer ar
korsande karaktéaristikor till exempel intimt forknippat med chockvagor. Vi tittar
ocksa pa modeller inom kontinuumsmekanik.

11.— 12. Nagra andra anvandbara tekniker inom tillampad matematik
(distributionsteori, similaritetsmetoder, FEM, BEM, FDM, homogenisering,
interpolation, etc.)

Langst ut pa en lyftkransarm ar en stallina fast och i den hanger en végg till ett

hus. VVaggen vager 1200 kg och ger upphov till en kraft som appliceras i en enda

punkt pa lyftkransarmen. Hur kommer lyftkransarmen att bete sig?

Inom tillampad matematik behover man ibland kunna behandla pulser,
punktmassor, dipolmoment med mera. For att kunna gora det behdver man
utvidga funktionsbegreppet till sa kallade generaliserade funktioner eller
distributioner. Den matematik som beskriver hur man hanterar sadana objekt
kallas for distributionsteori. | verkligheten kan man sallan l6sa sina problem
exakt eller med nagon analytisk metod. Ibland tvingas man till numeriska
metoder som finita elementmetoder (FEM), randelementmetoder (BEM) eller
finita differensmetoder (FDM). | andra fall kan man tvingas till att gora nagon
typ av approximation. Nar problemet till exempel innehaller snabbt oscillerande
koefficienter &r numeriska metoder omodjliga att anvanda och da ér
homogenisering en bra metod att hitta en approximativ 16sning. Problem som
kraver denna typ av behandling uppkommer ofta nér man undersOker
egenskaperna hos media som innehaller inklusioner av ett annat material, till
exempel fiberkompositer.

Kontaktinformation

Dr. Johan Bystrém Prof. Lars-Erik Persson
Institutionen for matematik Institutionen fér matematik
Lulea tekniska universitet Lulea tekniska universitet

971 87 Lulea 971 87 Lulea

Tel: 0920-49 18 85 Tel: 0920-0920-49 11 17
Email: johanb@sm.luth.se Email: larserik@sm.luth.se
http://www.sm.luth.se/~johanb http://www.sm.luth.se/~larserik
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Appendix: Omvarldens intresse for matematik

| anslutning till det vi skrivit ovan vill vi pastd att omvarlden & mycket
intresserad av att utnyttja och fa ta del av det var fantastiska matematik kan
erbjuda. Ofta galler dock detta omraden som inte direkt forknippas med “ren”
matematik. Vi ger foljande tre exempel:

1. Tillampad matematik.

Vi har funnit att det finns ett fantastiskt stort intresse for den kurs som
presenterats ovan och dar vi forsokt ta hansyn till omvarldens behov och
onskemal. Vidare vill vi betona att Teknikvetenskapliga Forskningsradet (TFR)
under relativt l1ang tid ansett detta omrade sa viktigt att det utpekats som ett
speciellt prioriterat omrade och att relativt stora resurser tilldelats som en foljd
av detta.

2. Matematikdidaktik.

Riksbankens Jubileumsfond (RJ) har satsat 45 miljoner SEK for att detta omrade
skall utvecklas forskningsmassigt dven i Sverige. Aven Vetenskapsradet (VR)
stodjer ett antal forskningsprojekt i omradet. Den forsta professuren i &mnet har
tillsatts, flera utlandska gastprofessorer arbetar och ett 30-tal doktorandtjanster
har tillsatts. Matematikdidaktik ar ett &mne pa mycket stark frammarsch just nu.

3. Kvinnor och matematik.

Det tog 107 ar efter Sonya Kovalevskayas dod tills Sverige fick sin nasta
kvinnliga matematikprofessor. Omvarlden har genom ett antal atgarder forsokt
andra pa detta. Till exempel har Naturvetenskapliga Forskningsradet (NFR) och
regeringen tilldelat stora medel for att kvinnliga professorer, doktorander och
forskarassistenter skall anstdllas. Nuvarande Vetenskapsradet (VR) har pa ett
mycket tydligt satt markerat att kvinnliga s6kande prioriteras. Vi har forsokt
illustrera dessa punkter i figur 6 nedan.

OMVARLD

Figur 6. Omvarlden har 6nskemal och krav pa vad vi kan erbjuda.
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Forfattarna till denna artikel har inte nagon enkel forklaring eller 16sning till
det som presenterats ovan och som tydligt paverkat debatten vid vara larosaten.
En tankbar hypotes kan vara att man ser det hela som en fix kaka som skall delas
och att om vi inom matematik ger efter for omvarldens énskemal sa blir det en
mindre del kvar for traditionell (ren) matematik. Vi har (pa ett 6verdrivet satt)
illustrerat detta i figur 7.

Tillampao
matematik

Bland annat
matematik

Kvinnor och
matematik

didaktik

Figur 7. En hotbild ar att ren matematik trangs undan av 6vriga “discipliner i
marginalen”.

Ett annat scenario om vi inte tar hansyn till omvérldens énskemal kan vara att vi
helt enkelt far en mindre total kaka att dela pa och till foljd av detta ocksa ren
matematik far en nedskarning. En av forfattarna till denna artikel horde fér nagra
ar sedan ett foredrag av professor Lennart Carleson som gjorde ett starkt intryck.
Bland annat jamforde han med den tidigare uppfattningen om latin och dess
uppgang och fall. Forfattarna till denna artikel ar sékra pa att nagot liknande inte
kan handa med matematik men det kan dnda vara nagot viktigt att tanka pa i
debatter. Vi har (aterigen pa ett 6verdrivet satt) illustrerat detta i nedanstaende
figur.

OMVARLD

Figur 8. En annan hotbild ar att hela kakan blir mindre om vi inte tar hénsyn till
omvarldens 6nskemal.
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Forfattarna till denna artikel tror helhjartat pa att vi genom att ta hansyn till
omvarlden bade kan dka matematiks anseende samtidigt som utrymmet for var
kéarnverksamhet (ren matematik) kan utdkas. Det ar ju just denna k&rnverksamhet
som gjort oss till sa unika kunskapsbéarare att vi efterfragas i en forvantansfull
omvarld. Vi har forsokt illustrera detta i nedanstaende figur.

I OMVARLD

Figur 9. Var tro och férhoppning ar att matematik och omgivande amnen istéllet
kan véxa genom en utfkad och konstruktiv véxelverkan med omvérlden.
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Professor Lars-Erik Persson visar hur han anser att matematiken ska vaxelverka

med omvarlden.
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