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Oppgave 1

En operator A sies & veere Hermitesk dersom

(W1 | Az} = (Auy | ) (1)

og anti-Hermitesk dersom

(b1 | Adpg) = —(Adpy | th3) (2)

for alle vektorer ¥; og vy innen-en bestemt undermengde i Hilbertrommet. { | } betegner
skalarprodukt.

a) Vis at egenverdiene og middelverdien til en Hermitesk operator er reelle.

b} Vis at egenvektorene til en Hermitesk operator er ortogonale nar de svarer til for-
skjellige egenverdier.

¢) Hvorfor er Hermiteske operatorer en viktig klasse operatorer i kvantemekanikken?

Kommutatoren mellom to operatorer A og B er definert ved
(A Bl = AB - BA 3)

d) Uttrykk kommutatoren [AB, (] ved icommui’:a.tg)rene [.afl, C’] og U?; ]
kommutatoren [A, BC] ved kommutatorene [A, B} og [A,C). (A, B og C er vil-
karlige operatorer.)

e) La A, B og C vare Hermiteske operatorer. Bevis fglgende pastander:
(i) Operatoren AB er Hermitesk <> [4, B] = 0.
(i) Operatoren [A, B] er anti-Hermitesk.
(iit) [A, B] = 0 = [AB, C] er anti-Hermitesk.

Betrakt mengden av alle kvadratisk integrerbare funksjoner av en reell variabel z i inter-
vallet fra a til b og skalarproduktet

1= [ F@oeds @

f} Vis at posisjonsoperatoren z er Hermitesk. Vis at momentumoperatoren p, = —ihi-
er Hermitesk for den klasse funksjoner som har den egenskapen at de forsvinner pa
randa av intervallet eller er periodiske.

g) Hvilke(t) krav mi funksjonene tilfredsstille for at operatoren 52 skal veere Hermitesk?
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Oppgave 2

Til bruk 1 denne oppgaven oppgis integralet

e _____A__..ﬁfi’r?drz % .Y ) B _ (5)

Vi skal studere bevegelsen av elektronet 1 et hydrogenatom relativt til kjernen. Vi negli-
sjerer spinneffekter. Hamiltonoperatoren er

. R: e’

H =

(6)

2m, dregr

hvor V2-operatoren i sfeeriske koordinater (r, 6, ) er gitt ved

vzw_}__(?_ia..}.l 1 .2,'91?_4_ 1 8_2
T or Gr risnd 98" Bg r?sin? @ dp? (7
1 0 ,8 1.2

- P o e

Cr2 gy Gr 2

Symbolene i ligningene (6) og (7) har sin vanlige betydning (£ er den dimensjonslpse
operatoren for orbitalt angulert moment).

a) Vis at funksjonen
Y(r)=Nele (8)
er en energiegenfunksjon for passende valg av parameteren a. Hva er den tilhgrende

energiegenverdien? Bestem normeringskonstanten NV,

Energiegenfunksjonene for hydrogenatomet kan generelt skrives p3 formen

Ynem (1,8, 0) = Rue(r)Yen (8, ) (9)

De enkleste radialfunksjonene R,; og kulefunksjonene Yy, er gitt i tabell 1 og 2. Funksjo-
nene er normert shik at

o0 a Lo
/ | Roe(r) 2 r2dr = 1, f f Yoo (0, 0)|?sin 6.d0 dp = 1 (10)
Q 0 0

b} Gjer rede for de kvantetallene som inngdr i beskrivelsen ovenfor og angi hvilke
verdier de kan ha. Hva mener vi med at et energinivi er degenerert? Utled degene-
rasjonsgraden for n-te energiniva i hydrogenatomet.
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Tabell 1: De enkleste radialfunksjonene for hydrogenatomet. ao er Bohr-radien (g =
dregh? fmee?).

c)

n 4 Roe(r)

1 0 RlD(T') = 2@53/26"’—/&0

SN
o)

RZO(?‘) = (20(})_3!2 (2 — é'?) e—7/%ac

2 1 RQI(T‘) = \—}_5 (2(&@)“3/2 ;’_0 e~/ 2a0

Tabell 2: De enkleste kulefunksjonene.

U 0 YOO(??@) = “\/%
1 1 Yii(f,0) = — 4/ sinfl e
1 0 Yio(8, ) = 4/ & cosf

1 ~1 Yii(8,0) =4/ sinfe v

Vis at energiegenfunksjonen du bestemte i pkt. a) kan skrives p& formen (9). Hva er
verdien av kvantetallene i dette tilfellet? Bruk ligning (9) og tabellene 1 og 2 til &

sette opp eksplisitie uttrykk for energiegenfunksjonene svarende til fgrste eksiterte
€nerginiva.

Hva er sannsynligheten for at en maling av elektronets posisjon skal gi et resultat i
volumelementet dV' omkring punktet (r, 6, )7 Hva er tolkningen av stgrrelsen

Pre(r)dr = r?|Roe(r)|2dr 7 (11)

Beregn i hvilken avstand fra kjernen det er mest sannsynlig & finne elektronet nar
tilstanden er (i) grunntilstanden, (ii} en 2p-tilstand.
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Vi lar nd hydrogenatomet vere 1 et konstant, sterkt ytre magnetfelt B og velger z-aksen
1 B-feltets retning. Dersom vi neglisjerer spinnet, kan Hamiltonoperatoren skrives

- ., I3 o
HB = H + 26 B'gz (12)

Me

hvor H er Hamiltonoperatoren (6) for hydrogenatomet uten magnetfelt. B = |B|. De
andre symbolene 1 (12) har sin vanlige betydning.

e) Hva blir energiegenverdiene og energiegenfunksjonene til Hy? Diskuter magnetfel-
tets virkning pa laveste og nest laveste energiniva. Tegn skisse.

f} Diskuter virkningen av magnetfeltet pi laveste og nest laveste energiniva dersom vi
ogsi inkluderer spinnet.

Oppgave 3

Vi skal 1 denne oppgaven studere en éndimensjonal harmonisk oscillator med potensiell
energi V(z) = $mw’z?. Folgende integraler oppgis:

f eV dy = /T, f yle ¥ dy = %x/v? (13)

a) Vis at ved et variabelskifte av typen y = 5z, hvor 5 er en reell, positiv konstant,
kan den tidsuavhengige Schrédingerligninga for osciliatoren skrives pa formen

d? 2 _
(,., s ) $(y) = Mbly) (14)

hvor A er en konstant.

Lgsningene av (14) kan skrives som
$ny) = CoHa(y)e /DY (15)
med tilhgrende egenverdier A,. Cy er en konstant og H,(y) er et polynom i y av grad n.

b) Vis at polynomene H, tilfredsstiller ligninga

d*H, dH,
— 23,‘
dy? dy

4 (da— 1) Hy, =0 (16)
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De to polynomene av lavest orden er Ho(y) = ao og H1(y) = a1 + biy (ao, ay og by er
konstanter, ag # 0, b; £ 0).

¢) Bestem Mg slik at Hp tilfredsstiller ligning (16). Hva blir den tilsvarende energi for
oscillatoren, og hva blir tilstandsvektoren tho(y)? o skal normeres (i y-rommet).
Hvilken tilstand representerer 1,7 ) T

d) Bestem Ay og ay slik at H; tilfredsstiller ligning (16). Hva blir den tilsvarende energi
for oscillatoren, og hva blir den normerte tilstandsvektoren ¥;(y)? Hvilken tilstand
representerer ¥ 7 Vis at 1y og vy er ortogonale.

Vi definerer et nytt éndimensjonalt kvantemekanisk system som har potensiell energl gitt

. ved

V(z) =3mwa?, x>0
V()

(z) = z <0 (17)

e) Gjer kort rede for randbetingelsenes betydning nir man skal Igse den tidsuavhengige
Schrédingerligninga. Redegjgr for forskjellen i randbetingelser p& det nye systemet,
definert ved (17) og den harmoniske oscillatoren i fgrste del av oppgaven.

f} Bruk resultatet fra fgrste del av oppgaven til & betemme tilstandsvektoren og
energien til det nye systemet (17) i grunntilstanden.

Oppgave 4

1 11 111

Figur 1.



