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Deloppgavene vil telle likt ved vurderinga. 

Oppgave 1 

Vi ser p& en enkel modell for B beskrive utvekslinga av gassmolekyl mellom to 
adskilte legemer (urnemodellen ti1 Ehrenfest). Vi har 2 bokser og d kuler merka 
1: 2 , .  . . , d. Nir prosessen starter er noen av disse kulene i boks 1 og resten i boks 2. 
'u velger tilfeldig ut ei av de d kulene og flytter denne kula over i den andre boksen. 
Denue prosedyra gjentar vi sB over lang tid, der utvelgingene skjer uavhengig av 
hvexandre. La 

Xo = antall kuler i boks 1 fmr 1. trekning 

Xn = antall kuler i boks 1 etter trekning nr. n, n = 1,2,. . . 

a )  Argumentkr for at Xn er ei Markov-kjede med tilstandsrom S = {0, 1,2, . . . , d}. 
Finn overgangssannsynlighetene for denne Markov-kjeda, dvs. Pij for alle 
i ,  j E S. 
La n i  d = 3 og vis at vi da f ir  overgangsmatrise 

b) Definer perioden ti1 entilstand. 
Finn perioden for Markov-kjeda ni r  d = 3. 
Hva blir perioden for en generell d? 

Vi vil i resten av oppgaven gB ut fra at d = 3. 
La Ti vere fmrste tidspunkt n ni r  X, = i, dvs. 

d) Finn stasjon~rfordelinga ~ i ,  i = 0,1,2,3, a l t d  den delen av tida kjeda er i 
tilstand i i det lange imp. 
Grunngi hva 

lim {PpC1} og lim {P?} 
n-m n-00 

blir for i, j = 0,1,2,3. 

Oppgave 2 

I et datasystem opptrer det (kritiske) situasjoner som fmrer ti1 feil ved u l i e  tidspunkt 
etter oppstart av systemet. Vi g k  ut fra at tidspunkta for disse situasjonene (feila) 
f0lger en Poisson-prosess med rate X = 0.5 per tidsenhet. La {N(t), t > 0) vzere 
antallet situasjoner ved tid t og la Sn vere ventetid ti1 situasjon numner n. 

a )  Finn sanmynligheten for minst 1 situasjon i lmpet av 3 tidsenheter. 
Hvor mange situasjoner kan vi forvente ved tid 5 gitt at N(2) = 1. 



Vi tenker oss n i  at vi g i r  inn i prosessen pB et vilkklig tidspunkt to. 

b) Hva slags fordelinga har vi for tid ti1 neste situasjon, det vil si fordelinga ti1 
S ~ ( f ~ ) + l  - to? 
Hva slags fordelinga has vi for tid siden forrige situasjon, det vil si fordelinga 
ti1 
to  - S N ( ~ ~ )  ? 
Kva blir nB forventninga for SN(to)+l - SN(to)? Kan du forklare dette? 

NB har det seg slik at etter hvert so~ll disse feila i datasystenlet opptrer vil pro- 
gra,nlmerereue prove B forbedre systemet slii at de kritiske situasjonene ikke skal 
fore ti1 en feil. Det viser seg derfor at etter som tida gir vil sannsynligheten for at 
en kritisk situasjon faktisk fmrer ti1 en feil vzere gitt ved 

der s er tid og p e r  en parameter som sier noe om hvor raskt systemet blir forbedra. 
Aritallet situasjoner fmlger fremdeles en Poisson-prosess der raten X fr i  n i  av ikke 
reknes som kjent. 

c )  Forklar hvorfor vi n i  f ir  at tidspunkta for feil vil fmlge en ikke-homogen 
Poisson-prosess med intensitetsfunksjon XP(t). 
Hva blir forventa antall feil i (0, t)? 
Hva slags fordeling fir vi for tida ti1 fmrste feil? 

d) Gitt at vi har observert n feil i (0, t )  utled fordelinga for tdet  pi feil i (0, s)  
der s < t. 

Oppgave 3 

Vi skal her ta for oss et hus som ved tidspunkt t = 0 er fritt for mus. Det viser 
seg at det finnes en ipning i huset slii a t  mus kan ta seg inn. I et lite tidsintervall 
h vil ei mus innta huset med sannsyn Xh + o(h). Inne i huset er det ei felle og 
sannsynligheten for at ei mus som er inne i huset skal gB i fella i et lite tidsintervall 
h er ph + o(h). Her er /I, X > 0 og o(h) er ledd slik at limb-0 = 0. La X ( t )  
vzere tdet  p i  mus i huset ved tidspunkt t E [O, w) og 

a) Forklar kort hvorfor 

P,,i+l(h) = Xh + o(h) i = O , l , . .  
P,,i-~(h) = iph + o(h) i = 1 , 2 , . .  

P,,i(h) = 1  - (ip + X)h + o(h) i = 1, .  . . 
Po,o(h) = 1 - Xh + ~ ( h )  

Argumenter for at dette er en fmdsels- og dmdsprosess og finn parameterene 
A,, og p, for denne. 

b )  Vis ved utledning hva som blir forventa tid fmr det er 2  nlus i huset. 
Gitt a t  det er X ( t )  = k lnus i huset, hvor lang tid vil huset i forventning vere 
i denne tiktanden? 

c )  Hva blir grensesannsynlighetene for antallet mus i huset? 
Hva m i  forholdet mellom X og p vere for at forventa antall nlus i det lange 
lop skal vzere under 3? 
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Deloppgbveue vil telje likt ved vurderinga. 

Vi ser p i  ein enkel modell for b skildre utvekslinga av gassmolekyl mellom to frhkilte 
lekanlar (urnemodellen ti1 Ehenfest). Vi har 2 boksar og d kuler merka 1 , 2 , .  . . , d. 
N t  prosessen startar er nokre av desse kulene i boks 1 og resten i boks 2. Ein vel 
tilfeldig ut ei av dei d kulene og flyttar denne kula over i den andre boksen. Denne 
prosedyra gjentar vi sb over lang tid, der utveljingaue skjer uavhengig av kvarandre. 
La 

Xo = tal pb kuler i boks 1  f0r 1. trekniug 

X, = tal pb kuler i boks 1  etter trekning nr. n, n = 1 , 2 , .  . . 

a) Argumenter for at X, er ei Markov-kjedemed tilstandsromS = {0,1,2,. . . , d}. 
Finn overgangssannsyna for denne Markov-kjeda, dvs. Pij for alle i, j E S. 
La no d = 3 og vis at vi db fir  overgangsnmtrise 

b) Definer perioden ti1 ein tilstaud. 
Finn perioden for Markov-kjeda n k  d = 3  
Kva blir perioden for ein generell d? 

Vi vil i resten av oppgbva gb ut W at d = 3. 
La 'Ti vere fmrste tidspuukt n nir X, = i ,  dvs, 

d) Finn stasjonarfordelinga ~ i ,  i  = 0 , 1 , 2 , 3 ,  altsb den delen av tida kjeda er i 
tilstand i i det lange ligp. 
Grunngje kva 

lim {P?'} og lim {P?} 
n-m n-m 

blirfor i , j = O , l , 2 , 3 .  

I eit datasystem opptrer det (kritiske) situasjonar som fmrer ti1 feil ved ulike tid- 
spunkt etter oppstart av systemet. Vi g h  ut frb at tidspunkta for desse situasjonane 
(feila) fmlgjer ein Poisson-prosess med rate X = 0.5 per tidseining. La {N(t), t 2 0 )  
vere talet pb situasjonar ved tid t og la S, vere ventetid ti1 situasjon nummer n. 

a) Finn sauusynet for minst 1 situasjon i lmpet av 3  tidseiniugar. 
Kor mange situasjonar kan vi forvente ved tid 5 gitt at N(2) = 1. 



Vi teukjer oss no at vi g i r  inn i prosessen p i  eit vilkblig tidspunkt to. 

b)  Kva slags fordelinga has vi for tid ti1 neste situasjon, det vil seie fordelinga ti1 
S ~ ( t ~ ) + i  -to? 
Kva slags fordelinga har vi for tid sidan forrige situasjon, det vil seie fordelinga 
ti1 
t0 - SN(to)? 
Kva blir no forventninga for S N ( ~ ~ ) + ~  - SN(to)? Kan du forklare dette? 

No har det seg slik at etter kvart som desse feila i datasystemet opptrer vil pro- 
grannnerarane prmve H forbetre systemet slik at dei kritiske situasjonane ikkje skal 
fare ti1 ein feil. Det viser seg derfor a t  etter som tida gir vil sannsynet for at ein 
kritisk situasjon faktisk fmrer ti1 ein feil vere gitt ved 

der s  er tid og er ein parameter som seier noko om kor raskt systemet blii forbetra. 
Talet p i  situasjonar fmlgler framleis ein Poisson-prosess der raten X frH no av ikkje 
rekutlst som kjent. 

c) Forklar kvifor vi no fir at tidspunkta for feil vil fmlgje eiu ikkje-homogen 
Poisson-prosess med iutensitetsfunksjon W(t). 
Kva blir forventa tal p i  feil i (0, t)? 
Kva blir fordelinga f i r  vi for tida ti1 fmrste feil? 

d) Gitt at vi har observert n feil i (0,t)  utlei fordelinga for talet p i  feil i (0,s) 
der s  < t. 

Vi s w  her t a  for oss eit hus som ved tidspunkt t = 0 er fritt for mus. Det viser seg 
a t  det finst ein opning i huset slii at rnus kan ta seg inn. I eit lite tidsintervall h vil 
ei mus innta huset med sannsyn Xh + o(h). Inne i huset er det ei feUe og sannsynet 
for at ei mus som er inne i huset skal g i  i fella i eit lite tidsintervall h er ph + o(h). 
Her er p, X > 0 og o(h) er ledd slik a t  limb-0 = 0. La X( t )  vere talet p i  mus i 
huset ved tidspunkt t  E [O, cu) og 

P i ~ ( t )  = P{X(s  + t )  = jlX(s) = i } ,  i , j  = 0, 1, . . 
a) Forklar kort kvifor 

Pi,i+l(h) = Xh + o(h) i=O, l ,  ... 
Pi,;-l(h) = iph + o(h) i = l , 2 ,  . . .  

Pi,i(h) = 1-(ip+X)h+o(h)  i = 1 ,  . . .  
Po,o(h) = 1 - Xh + o(h) 

Argumenter for at dette er ein fmdsels- og dpidsprosess og finn parameterane 
A,, og for denne. 

b) Vis ved utleiing kva som blir forventa tid for det er 2 mus i huset. 
Gitt at det er X ( t )  = k nlus i huset, kor laug tid vil huset i forventning vere 
i denne tilstanden? 

c) Kva blir grensesannsyna for talet p i  mus i huset? 
Kva m i  forholdet mellom X og p vere for at forventa tal p i  mus i det lmge 
lmp skal vere under 3' 



Nokre formlar som kan kome ti1 nytte: 


