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Oppgave 1

a) Definer begrepene
(i) &pen ball B(z;r) med senter 2o og radius r > 0
(ii) apen mengde G
(iii) lukket mengde F

i et metrisk rom (X, d).

b) Anta at F er en lukket mengde i et metrisk rom (X,d). Bevis at hvis
(2,)%° er en fglge inneholdt i F' som konvergerer til et punkt 29 € X saer

ogsé grensen zo inneholdt i F'.

¢) Bruk Banachs fikspunktsats til & pavise at integrallikningen

, Uox(r)
ﬂ“—1+hﬂa?7177

har en kontinuerlig lgsning for alle A med |A| < 1/log(2).
Oppgave 2

Det er oppgitt at hvis h(z) > 0 er en ikkenegativ kontinuerlig funksjon pa
[a,b], og det finnes et punkt ¢ € [a,b] med h(c) > 0, sa er

b
/ h{z)dz > 0.
a) Pavis at
b
I = [ Vrelds

er en norm pé det linezere rommet C([a,b]) av kontinuerlige funksjoner f :

[a,b] = R.

b) Pavis at
b
wn=/fmw

er en begrenset linezr funksjonal pa (C([a,d]), ]+ [lv)- (Altsa en kontin-
uerlig linezr avbildning fra (C([a,b]), |-~ -]l1) inn i (R,|---]))-
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¢) Rommet L'([a, b]) kan abstrakt defineres som kompletteringen av C'([a, b])
i|l---|li-normen. Begrunn ved BLT-teoremet eller pa annen mate at den
linezere funksjonalen ¢ fra del b) har en utvidelse til en kontinuerlig linezer
funksjonal

?: L' ([e,b]) = R.

Hva kalles denne linezre funksjonalen?
Oppgave 3

Det er oppgitt at Fouriers system

(en(2))ntee » €nl(2) =

er en fullstendig ortonormal fglge 1 L*([—m, ]).

e*i'n.:r

V2m

a) Finn Fourierutviklingen

0 e«i‘n:z?
Tl = Z [ —
o} T

=00

til absoluttverdifunksjonen pa intervallet [—, 7].

b) Gitt varmelikningen u; = u,, med periodiske randkrav u(—m,t)—u(m,t) =
up(—m,t) — ux(m,1) = 0 og startverdibetingelsen u(z,0) = f(z) pa t > 0.
Definer lgsningsoperatoren 7'(t) for hver ¢t > 0 ved (T'(t)f)(z) = u(z,t). (Ta
for gitt at problemet har unik lgsning sa T'(t) er veldefinert).

Sjekk ved utregning at hvert element e,(z) i Fouriers system er en egen-
funksjon til 7'(¢) og finn den tilhgrende egenverdien A, (%).

¢) Ethvert element f € L*([—m,x]) har en L*-konvergent Fourierutvikling

f@)= Y Jeulo)

med -
IF13 =D Il < 400

Angi en formel for T'(¢)f uttrykt ved Fourierkoeffisientene fa til /. Begrunn
at T(t) er en begrenset linezeroperator pa L*([—,]).

Settet fortsetter...
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d) Finn en kjerne k(s,t) i form av en uendelig rekke slik at 7'(¢) er gitt som
en integraloperator

v

(T()f)(z) = / k(z -, 1) (v)dy

-

(Hint: Fourierkoeffisientene f. er gitt ved integraler). Begrunn at 7'(¢) er en

kompakt operator for hver ¢ > 0.



