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Oppgave 1

Anta at et system bestir av tre komponenter. [fver komponent kan vare i tilstand A, 8 eller €, og
tilstanden til systemet kan dermed beskrives vod en sekvens av lengde tre besthende av disse bokstavene.
[ lopet av ctt tidssteg endres tilstanden til alle de tre komponentene, navhengig av hverandre. Endringen
skjer pa fulgende mite: Dersom en komponent er i tilstand A endres denne til enten 3 eller ' med Lk
sannsynlighet. Likedan endres en tilstand 3 til enten A eller € og en tilstand ¢ il enten A eller [5. 1
iopel av ett tidssteg endres dermed tilstanden til systemet il en av dtte like sannsynlige sekvenszer, 1
lopel av for eksempel tre tidssteg, der ABC er startsekvens, kan ett mulig endringsforlep for systemet
vare: ABC — BCB — AAA — COB.

La {X,,n =0,1,...} angi Markovkjeden definert pa tilstandsrominet {1, 2,3} der tilstandene beskrives
ved

1 : De tre komponentene i gystemet er i ulike tilstander A, 3 og C.

2. To av de tre komponentene i systemet or 1 samme tilstand.

3: Alle de tre komponentene i systemet er 1 samme tilstand.

Overgangsmatrisen for Markovkjeden vil veere gitt ved
1/4 3/4 01

p=1/4 5/8 1/8.

0 3/4 174§

Vi antar i denne oppgaven at Xg = 1.

a) Begrunn kort hvorfor {X,,}2°4 er en Markovkjede og tegn el tilstandsdiagram for kijeden., Vis
utfra beskrivelsen av det gitte systemet hvordan [plgende sannsvaligheter 1 overgangsmatrisen or
beregnet: Hjg = /—i og Py = 3.

b) La Y angi antall ganger kjeden returnerer til tilstand 1 for den havner i tilstand 3.

Finn ferst sannsynligheten for at kjeden returnerer til tilstand 1 ulen & ha veert innom tilstand 3.

Hva blir P(Y =n) for n > 17 Hva blir £(Y)?
¢} Definer
Z =min{n > 0: X, = 3}
Fiun P{Z > 3). Hva blir E(Z}7

d) Begruun at grenseflordelingen

m; = lLim P5, j=1,2,3
¥ $7: ?
N— o0

cksisterer og finn 7y, 7o og ws. Gi en tolkning av sterrelsen 1/ms.
2 1,42 Ug A3 =9 3
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Oppgave 2
La {N(1),i > 0} angi en telleprosess, som betinget pa [ = A, er en DPoissonprosess med rate A pr.
tidsenhet. Den stokastiske variabelen £ antas eksponensialfordeit med rate g > 0 pr. tidsenhet.

a) Vis at sannsynlighetsfordelingen til N{t 4+ 5) — N(s) er gilt ved

f:’,f;”’
n=01,..., s>, p>0.

P{N{i+8)—=N(s)=n) =
(Hint: U{m) = f5° e %2 *dx = {m — 1)} der m er el positivl heltali).

Hvorfor er ikke den ubetingede prosessen N{f) en Poissonprosess? Begrunn svaret.

b) Finn forventning og varians til N{I).

Oppgave 3

I denne oppgaven ser vi pa en enkel modell for kedannelse foran en kiosk bemannet av en person. Vi
definerer en fadsels og dedsprosess X (1) lik antall kunder i dette kesystemet ved tid ¢ (inkludert person
som blir betjent). Vi antar at potensielle kunder ankommer kiosken i henhold til en Poissonprosess med
rate A = 0.4 pr. minuit, men gar ut fra at lysten til & stille seg i ke avtar nar keen vokser. Vi antar

P(Potensiell kunde med ankomsttid ¢ slutler seg til keen | X{t) = k) = E=0,12...

E+1
Bn potensiel]l kunde som ikke slatter seg 131 keen, regnes som tapt (gar til en annen kiosk i stedet) og
inngar altsd ikke 1 X(f). Betjeningstiden for hver kunde antas eksponensialfordelt med rate g = 0.5 pr.
minutt. Kiosken dpner ved tid t =0 og X(0) = 0.

a} Spesifiser fodselsratene {\, }32. og dodsratene {1, }57 4 for X(1). Kan det gille kosystemet beskrives

med betegnelsen M/M/17 Begrunn svarcl.
b} La T angi tid [ra prosess som starter i tilstand ¢, kommer il tilstand 4 + 1. Utled den generelle
formelen for en fedsels og dpdsprosess gitt ved:
. Lopy .
B = —+—FE(Ti1), i>L
( 1) X X ( i 1), =
Hva blir forventet tid 13l det farste gang er o kunder 1 det gilte kesystemet?
¢) Viantar i detle punkiet at potensiell kunde nr, 2 ankommer kiosken ngvaktig 5 minutter etter at
kiosken apnet.
Finn sannsynligheten for at forste kunde er ferdigbetiont ved dette tidspunktet. Hva blir sannsyn-
ligheten for at kunden som ankommer ved tid £ = 5 slutter seg il kgsystemet?

d) Begrunn hvorfor grensefordelingen for X (1) vil eksistere og vis at denne cr on Poissonlordeling med
rate A/p. I Lvor stor andel av tiden vil det i det lange lop vavre minst en kunde i kpsystemet?



