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Oppgavei

a) Finn Fourier sinus-utviklingentil f(x) = x(lr — z) på [0, Yr].

b) Skissérgrafen til utvidelseng(x) av f(x) til intervallet [—Yr, ir] som en
oddefunksjon. Begrunnkort at Fourierrekkenfra a) konvergererpunktvis
til g(x) på [—Yr, ir].

Oppgave2

a) Definerbegrepene

(i) konvergensav en følge,

(ii) fikspunkt til en avbildning,

(iii) kontraksjonskonstanttil en avbildning

pået metriskrom (X, d).

b) Gjengi Kontraksjonsprinsippet(BanachsFikspunktsats,)og vis unikhets-
delenav resultatet.

c) Skriv om startverdiproblemet

y’(x) = i + xy(x)3 , zi(o) = 0

til en integrallikning.og gjennomførett stegaven fikspunktiterasjon(Picards
metode)fra startpunktetyo(x) x.

Oppgave3

La ‘fl væreet uendeligdimensjonaltHilbertrom og U = { x E 1-1 Jx~� i }
den (lukkede)enhetsballeni 7-i. Vis at

a) U er en konveksmengde,

b) U er en lukket mengde,

c) U er ikke en kompakt mengde.
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Oppgave4

Definer

X= {f€ C~(_~,~)Jfk(O)=Ofor k=O,i,2,... }

hvorC2°(I) betegnerdetlineærerommetav uendeligderiverbarefunksjoner
på I som er null utenforet lukket og begrensetintervall.

a) La
x d

(Vf)(x) = j f(t)dt og D =

betegneVolterra-operatorenog derivasjons-operatorenrespektive,betraktet
som operatorerpå X. Regn ut at DVJ’ = f og VDf = f for vilkårlige
f E X - Finn kjernene(nullrommene)ker(D) og ker(V) til deto operatorene.

b) Legg et indreprodukt

(u~v)=

påX og påvis at operatorenA = iD er symmetrisk.Utled at B = —iVogså
er symmetrisk.
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Oppgåvei

a) Finn Fourier sinus-utviklingaåt f(x) = x(r — x) på [O,Yr].

b) Tekn grafenåt utvidgingag(x) åt f(x) til intervalet [—Yr, Yr] somein odde
funksjon. Grunngje stutt at Fourierrekkafrå a) konvergerarpunktvis mot
g(x) på [—ir, Yr] -

Oppgåve2

a) Definer omgrepa

(i) konvergensav ei fylgje,

(fl) fikspunkt åt ei avbilding,

(iii) kontraksjonskonstantåt ei avbilding

på eit metrisk rom (X, d) -

b) Gje att Kontraksjonsprinsippet(BanachsFikspunktsats,)og syn at fiks-
punktet er unikt.

c) Skriv om startverdiproblemet

y’(x) = i + xy(x)3 , y(O) = 0

til ei integrallikning,og gjennomføreit stegav einfikspunktiterasjon(Picards
metode)frå startpunktetyo(x)

Oppgåve3

Let 7-i vereeit uendelegdimenensjonaltHilbertrom og U = { x E fl IxjJ �
i } den (lukka) einingsballeni 7-1 - Syn at

a) U er ei konveksmengd,

b) U er ei lukka mengd,

c) U er ikkje ei kompakt mengd.
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Oppgåve4

Definer

X ={f E C~(_~,~)fk(O) 0f k=0,i,2,... }

kor C~’°(I)er det lineærerommet av uendelegderiverlegefunksjonarpå I
somer null utanforeit lukka og avgrensaintervall.

a) Let

(Vf)(x) = f(t) dt og D =

tydeVolterra-operatorenog derivasjons-operatorenrespektive,reknasomop-
eratorarpåX. Rekn ut at DVf = f og VDf = f for godtykkelegef E X.
Finn kjernane(nullromma)ker(D) og ker(V) åt desseoperatorane.

b) Legg eit indreprodukt

(u(v) = J~(~Sv(x)dx

på X og påvis at A = iD er ein symmetriskoperator. Syn deretterat
B = —iV 6g er symmetrisk.
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Problem i

a) Find the Fourier sineexpansionof f(x) = x(ir — z) on [0, Yr].

b) Sketchthe graph of theextensiong(x) of f(x) to the interval [—Yr, Yr] as
anodd function. Arguebriefty that the Fourier seriesfrom part a) converges
pointwiseto g(x) on [—Yr,lr].

Problem 2

a) Define the conceptsof

(i) convergenceof a sequence,

(fl) flxpoint of a mapping,

(iii) contractionconstantfor a mapping

on a metricspace(X, d).

b) State the ContractionPrinciple (BanachFixpoint Theorem,)and prove
the uniquenesspart of theresult.

c) Rewritethe initial value problem

y’(x) = i + xy(x)3 , y(O) = 0

as an integralequation,and carry out a single step of a flxpoint iteration
(Picard’smethod)from the startingpoint yg(x) E x.

Problem 3

Let fl be an infinite-dimensionalHilbert spaceand U = { x E fl ~xJ{� i }
the (closed)unit ball in fl - Show that

a) U is a convexset,

b) U is a closedset,

c) U is not a compactset.
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Problem 4

Define

X = {f E C~(_~,~)~fk(0)= Ofor k =0,i,2,... }
whereC~°°(I)denotesthelinear spaceof infinitely differentiablefunctionson
I that arezerooutsidesomeclosedand boundedinterval.

a) Let

(Vf)(x) = jrf(t)dt and D = d

denotethe Volterra operatorand the differentiation operatorrespectively,
consideredas operatorson X. Computethat DVf = f and VDf = f for
arbitrary f E X. Find thekernels(nulispaces)ker(D) andker(V) of thetwo
operators.

b) Put an inner product

(ulv) = fl ~Sv(x) dx

on X aud verify that A = iD is a symmetricoperator. Then show that
B = —iV is also symmetric.
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