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Settet bestar av 4 oppgaver pa tre sider.

Oppgave 1

La (X, d) veere et metrisk rom og f : X — X en kontraksjon.

a) Pavis at hvis f har et fikspunkt, sa er det uniks.

b) Gi et eksempel pa et metrisk rom med en kontraksjon som ikke har noe
fikspunkt.

Oppgave 2

Det er oppgitt at Fourier’s system
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er en fullstendig ortonormal fglge i L?(—m, ).

a) Partialsummene til Fourierekspansjonen til e* pa [—m, 7] er
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er Fourierkoeflisientene til € pa [—7, ).
Kan sy(z) — €® nar N — oo bade i punktet z = —7 og 1 punktet z = 77
Konvergerer sy(z) punktvis til €* overalt pa [—m, 7|7

Angi en form for konvergens som er velegnet for Fourierekspansjoner til L?-
funksjoner, og formuler en konvergenssats for slike Fourierekspansjoner.

b) Regn ut den beste tilneermingen f til €® i L2-forstand pa [—m,7] fra
underrommet
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Et gyldig svar (som du kan fa bruk for senere) er
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en egenfunksjon til Sturm-Liouville operatoren

&y
(Ly)(z) = Tz T y(z)
med domene D, = { y € C*(~m,7) : y(—7)=y(7), ¥'(—7) = y'(7) }.
Angi de tilhgrende egenverdiene.

d) Finn en god tilnezerming § fra underrommet M til lgsningen y til det
inhomogene Sturm-Liouville randverdiproblemet

(Ly)(z) =€ .



Oppgave 3

Hvis A og B er linezre operatorer slik at sammensetningene AB og BA eksis-
terer og har et felles definisjonsrom, sa kalles operatoren [A, B] = AB — BA
for kommutatoren til A og B.

a) La V = C(—o00,00) veere det linezere rommet av funksjoner 1 slik at
¢ *)(z) eksisterer for alle k = 0,1,2,... og alle z € (—o0, 00), og slik at for
hver ¢ eksisterer en b > 0 slik at ¢(z) = 0 for |z| > b.

Definer to linezre operatorer

g VoV gttved (2¢)(z) = z¢(z)

d

p VoV gittved (py)(z)= —éh% .
Regn ut [z, p]y for ¢ € V. Merk at her er & en konstant.
b) La A,B : H — H vzre begrensede linezre operatorer pa et Hilbertrom
H. Regn ut den adjungerte [A, B]* til [A, B] uttrykt ved A* og B”.
Oppgave 4

La C(0,1) veere rommet av kontinuerlige funksjoner pa [0,1]. Hvis y €
C(0, 1) sa eksisterer integralet

(Ty)(e) = [ uwPy(u)du
0
og definerer en linezer operator T': C'(0,1) — C(0,1).

a) Finn en konstant C' > 0 slik at ||Ty||s < Clly||2 for alle y € C(0,1). Her

er 1/2
1
= y(u 2du) .
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b) Avgjer om det finnes noen konstant C' > 0 slik at ||T'y|[; < C||y||; for alle
y € C(0,1). Her er

ol = [ l(u)ldu



