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Oppgave 1

a) La (X,d) vaere et metrisk rom. Definer hva som menes med at en mengde 4 < X er dpen i
X.

b) Avgjer hvilke av folgende undermengder av R? som er dpnei R*:

A={(x,y) | x*+y* <1}
B={x0)]-1<x<1}
C=4AuUB

D = B (komplementmengden)
Gi korte begrunnelser for svarene, om nedvendig med stotte 1 enkle figurer.
c)La A4, 4,,...,A vare apne undermengder av X. Bevis at
A=4NA,N..NA,

blir dpen i X.

d) Vis ved et eksempel at snittet av en uendelig samling av apne mengder ikke nedvendigvis
er apen.

Oppgave 2

a) La g(x) = sin’ x . Finn ei Fourier-rekke p& formen

(1) i ¢, exp(inx)

n=—oco

som konvergerer mot g(x).
b) La f(x) =| sinx |. Finn Fourier-rekka pa formen (1) for denne funksjonen.

¢) Gjer rede for begrepene punktvis konvergens, uniform konvergens og konvergens i norm
pa L*([-x, 7)), og avgjer hvilke av disse typene av konvergens som er oppfylt i tilfellet under

b).



Oppgave 3

a) La B vaere et Banach-rom og 7 : B — B en linezr operator. Definer hva som menes med
at T er begrenset, og forklar hva som menes med normen til 7.

b) Anta at [[T “ < 1. Vis ved hjelp av Banachs fikspunktsats at /-7 har invers.

¢) Visogsd at (I —T)" er begrenset og at “(I -7 H <1/ —"T")

Oppgave 4

a) La H og K vaere Hilbert-rom og A4: H — K en begrenset linezr avbildning. Definer hva
som menes med den adjungerte linere avbildningen A", og forklar ved hjelp av Riesz’
representasjonsteorem (Riesz-Frechéts teorem) at A" eksisterer.

b) La {e,}_ vere et fullstendig ortonormalt sett for H. Vis at egenskapen Be, = ¢, ., for alle

j definerer en linezr operator B: H — H . Vis videre at B blir begrenset, og finn HBI]

¢) Bestem B’.

d) Avgjer om B blir kompakt. Svaret skal begrunnes.



