EKSAMENSOPPGAVE

Eksamen i : STA-1002, Statistikk og
sannsynlighet 2
Dato : Onsdag 15. juni 2005
Tid : 0900 - 1300
Sted
Tillatte hjelpemidler : 4 sider notater
Kalkulator

Oppgavesettet er pa 26 sider inkl. forside

Kontaktperson: Georg Elvebakk, 77646532

DET MATEMATISK-NATURVITENSKAPELIGE FAKULTET

Universitetet i Tromsg, N-9037 Tromsga, Telefon 77 64 40 01, Telefaks 77 64 47 65




Deloppgavene vil telle likt ved vurderingen. Merk at det er et vedlegg etter opp-
gavene.

Oppgave 1

For & studere virkninga av sur nedbgr pa norske vann blei det for noen 4 sia utfert
en undersgkelse hvor en samla inn data fra mange norske vann. Vi skal her se pa
data fra 26 av disse vanna. En oversikt over variable som blei malt er gitt under:

Variabelnavn Forklaring
z1 Innhold av SO4 (mg/1)
Zo Innhold av NOs (mg/1)
z3 Innhold av Ca (mg/1)
Z4 Innhold av latent aluminium (ug/1)
z5 Innhold av organiske stoffer (mg/1)
zg Areal av vann
Y pH-verdi

Data er i tabellen under:

Yyl &1 1 x3 Ty Zs5 Ze
538 149 39 154 - 78 202 0.30
568 | 41 75 1.55 17 298 1.85
5.04 | 3.5 80 0.83 157 3.40 0.25
481 13.8 75 053 163 3.42 0.30
492138 90 082 105 341 0.25
5.34 126 49 062 114 190 0.65
574 127 79 1.08 15 2,53 1.15
5.17 | 2.6 90 0.67 90 1.89 091
502124 64 041 107 0.97 0.60
10 ] 5.88 | 2.8 27 1.15 12 3.04 0.37
111583 |34 13 0.89 93 295 0.58
121526127 14 074 72 275 0.15
131569 (3.2 13 1.03 99 3.34 0.53
141551125 79 0.67 80 0.78 0.56
15152515 77 0.33 72 0.11 1.08
16 1 6.06 | 3.7 15 194 4 553 0.72
171608 {19 16 1.05 0 5.63 0.48
18 1 6.08 (1.3 2 081 0 3.84 0.25
191620122 32 1.40 7 3.77 1.87
20 | 5.64 122 21 0.75 13 5.62 0.53
21 1 5.76 | 1.6 7 0.79 2 395 0.35
221543120 27 047 16 239 1.03
231582118 17 0.74 3 3.08 0.32
24 | 5.50 | 2.0 6 0.49 10 2.82 0.28
251 5.62 | 1.5 3 0.36 7 171 0.10
26 | 5.41 | 1.7 7 054 9 6.48 0.21
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Nedenfor er utskrifter av noen analyser i R:

> cor(pH)
y x1 x2 x3 x4 x5
y 1.0000000 -0.33626718 -0.5711087 0.5258516 -0.8133533 0.40581455
x1 -0.3362672 1.00000000 0.4090205 0.5830377 0.5144954 -0.02402104
x2 -0.5711087 0.40902048 1.0000000 -0.0585331 0.5973926 -0.47822779
x3 0.5258516 0.58303773 -0.0585331 1.0000000 -0.2453771 0.36579209
x4 -0.8133533 0.51449542 0.5973926 -0.2453771 1.0000000 -0.39443507
x5 0.4058146 -0.02402104 -0.4782278 0.3657921 —-0.3944351 1.00000000
x6 0.2756875 0.08910679 0.3481284 0.3744328 -0.1857614 -0.15193098
x6
y  0.2756875
x1 0.0891068
x2 0.3481284
x3 0.3744328
x4 -0.1857614
x5 -0.1519310
x6 1.0000000

> summary (1m(y~x4,data=pH))

Cal
1m(

Res

-0.

1:
formula = y ~ x4, data = pH)

iduals:
Min 1Q Median 3Q Max
36420 -0.15429 -0.02337 0.14462 0.44066

Coefficients:

Estimate Std. Error t value Pr(>|tl)

(Intercept) 5.8266817 0.0619157 94.107 < 2e-16 **x*

x4

-0.0058318 0.0008515 -6.849 4.39e-07 ***

Signif. codes: 0 ‘x**x’ 0.001 ‘#*’> 0.01 ‘%’ 0.05 ‘.7 0.1 ° * 1

Residual standard error: 0.2219 on 24 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.6615, Adjusted R-squared: 0.6474
F-statistic: 46.91 on 1 and 24 DF, p-value: 4.394e-07

a)

Forklar hvorfor X4 er det mest naturlige valget som forklaringsvariabel i en
enkel linezer regresjonsmodell for Y7 Skriv opp den enkle modellen.

Har korrelasjonsmatrisen egenskaper som kan veere til ulempe nar fleire av
forklaringsvariablene tas med i modellen? ‘

Nyttig i b): Tz = 51.73, 20, (¢4; — F1)? = 67903.12.

b)

La oss anta at du na ser pa et nytt vann (nr. 29) og maler innholdet av
aluminium til 70 mg/l. Om vi gar ut fra at modellen i forrige punkt er riktig
hva blir estimert pH-verdi i vannet?

Hvor sannsynlig er det da at pH-verdien i vannet er minst 5.807



Oppgave 2

Vi skal fortsatt se pa pH-dataene fra forrige oppgave, men skal framover holde
oss til den multiple regresjonsmodellen for Y som funksjon av Xi,...,Xs. Denne
estimeres ved minste kvadraters metode (MKM):

> summary (1m(y~x1+x2+x3+x4+x5+x6 ,data=pH))

Call:
Im(formula = y ~ x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6, data = pH)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.184844 -0.082600 0.009683 0.074256 0.163877

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl)
(Intercept) 5.7644809 0.0957705 60.191 < 2e-16 #**

x1 -0.3199012 0.0579060 -5.524 2.50e-05 *x**
x2 -0.0022011 0.0011795 -1.866 0.0775 .
x3 0.9234098 0.1298612 7.111 9.21e-07 **x*
x4 -0.0006182 0.0008856 -0.698 0.4936

x5 -0.0236770 0.0192663 -1.229 0.2341

x6 0.0080765 0.0701315 0.115 0.9095

Signif. codes: 0 ‘***x’> 0.001 ‘**’ 0.01 ‘*’> 0.05 ‘.’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.1151 on 19 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9278, Adjusted R-squared: 0.905
F-statistic: 40.71 on 6 and 19 DF, p-value: 7.522e-10

a)  Skriv opp modellen og forutsetningene pa matriseform.
Tyder informasjonen i datautskriften pa at alle 6 forklaringsvariablene tatt
med i modellen har betydning. Kan noen utelates? Forklar kort.
Hvordan kan du forklare at 35 er stgrre enn 3, sa lenge p-verdien til sistnevnte
er mindre signifikant?

b)  Hva er definisjon og tolkning av R?, s* og R2 .
Vis at du fra disse kan finne SSr, SSr og SSE.

Vi tenker oss at vi har gjennomfgrt en variabelutvelgelse ved bakover- og forover-
utvelgelse. Nedenfor har vi estimert de to sluttmodellene (bakover forst):

> summary (1m(y~x1+x2+x3,data=pH))

Call:
Im(formula = y ~ x1 + x2 + x3, data = pH)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.19958 -0.09305 0.02964 0.06961 0.18844

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>lt])
(Intercept) 5.7006144 0.0694662 82.063 < 2e-16 ***




x1 -0.3494255 0.0357182 -9.783 1.80e-09 ***
x2 -0.0018427 0.0008569 -2.150 0.0428 *
x3 0.9553501 0.0758202 12.600 1.55e-11 **x*

Signif. codes: O ‘“**xx’ 0.001 ‘*x’> 0.01 ‘*’ 0.05 ‘.’ 0.1 © > 1

Residual standard error: 0.113 on 22 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9195, Adjusted R-squared: 0.9086
F-statistic: 83.8 on 3 and 22 DF, p-value: 3.4le-12

> summary (1m(y~x1+x3+x4,data=pH))

Call:
Im(formula = y ~ x1 + x3 + x4, data = pH)

Residuals:
Min 1Q Median 3Q Max
-0.18606 -0.11338 0.00853 0.08527 0.24606

Coefficients:
Estimate Std. Error t value Pr(>ltl])
(Intercept) 5.6794756 0.0732666. 77.518 < 2e-16 **x

x1 -0.3296590 0.0576726 -5.716 9.49e-06 **x
x3 0.9017732 0.1184652 7.612 1.33e-07 ***
x4 -0.0011056 0.0008624 -1.282 0.213

Signif. codes: 0 ‘#x*’ 0.001 ‘**’ 0.01 ‘%’ 0.05 .’ 0.1 ¢ > 1

Residual standard error: 0.1199 on 22 degrees of freedom
Multiple R-Squared: 0.9094, Adjusted R-squared: 0.897
F-statistic: 73.6 on 3 and 22 DF, p-value: 1.252e-11

c)  Forklar kort hvordan en forlengs eller baklengs utvelgelse gér fram for & foreslé
hvilke variable som bgr veere med i en regresjonsmodell.
Hvordan vil du vurdere de to modellene opp mot hverandre? Hva er spesielt
lite gunstig med den ene sluttmodellen? Hva har skjedd?

La oss g4 litt tilbake til den fulle modellen:

d)  Sett opp og utfer en test for om modellen som heilhet er signifikant?
Ut fra datautskriften er det indikasjoner pa at X4, X5 og Xs er uten betydning
i modellen. Bruk datautskriftene over til & foreta en (simultan) test av denne
hypotesen.

Vi skal til slutt ta for oss modellen fra bakoverutvelgelsen:
Y; = Bo + Bz + Baxa; + Baxai + €, i=1,...,28

e)  Forklar kort hvordan hvordan de tre forklaringsvariablene pavirker pH-verdien
i folge den estimerte modellen. »
I folge kjemisk teori skal en gkning pa 1 mg/1 av Ca fgre til en pH-gkning pé
1.0. Gir dataene grunn til & mistro denne pastanden.
Hvordan defineres residualene? Rekn ut residualet til observasjon nr. 1.
Tyder plotta (kommenter hvert enkelt) pa at den tilpassede modellen er god?
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Oppgave 3

En pélitelighetsanalytiker skal analysere fordelinga til tida det tar far en type ol-
jeventiler pa en installasjon i Nordsjgen feiler. Ventilene blei satt inn nar instal-
lasjonen var ny, og dataene han har er tider (i uker) etter installasjon til ventilen
feiler: X,..., X319, der X; er levetida til ventil nr. 4.

50 44 102 72 25 39
42 15 197 188 79 35

I utgangspunktet antar han at X1, ..., X2 er uavhengige og identisk eksponensial-
fordelte: )

fx(z) = yff
der

EX)=X og Var(X)=X

a) Finn sannsynlighetsmaksimeringsestimatoren til A, .
Hva blir forventning og varians til denne?
Sett inn data og finn estimert forventa levetid av en ventil.

b) Visat W = gx)g er ki-kvadratfordelt med 2 frihetsgrader.
Hva blir fordelinga til ;2 (2%)?

i=1

Bruk dette til 4 lage et 95%-konfidensintervall for .

Analytikeren vil gjerne ogsa gjgre en bayesiansk analyse av dataene. Han velger da
en invertert gammafordeling, IG(a, b), som apriorifordeling pa A. (Se vedlegg.)

c) Finn aposteriorifordelinga til A\. Du trenger ikke finne marginalfordelinga
(konstant).
Hva slags fordeling er dette?

d) Hva er Bayes-estimatoren til A om du bruker kvadratisk tapsfunksjon?
Vis at denne kan uttrykkes som en avveging mellom “forhandstiltru” og in-
formasjon fra dataene.
Rekn ut et estimat for forventa levetid der du bruker parameterverdier a = 4
og b = 300 i apriorifordelinga.
Forklar hvordan du kan danna et Bayes-intervall ved hjelp av opplysningene
ovenfor (skal ikke gjgres).



Oppgave 4

I utviklingen av en batteritype undersgker en blant anna hvordan maksimal spen-
ning fra batteriet avhenger av materialvalg i batteriplatene. Tre ulike materialer er
testa, 4 forsgk med hver type. Resultat:

Spenning (Volt)
Material 1 | Material 2 | Material 3

34 136 174
40 122 120
80 106 150
75 115 139

Deler av en variansanalysetabell for dataene er gitt under:

Kilde SS df | MS | F | p-verdi
Material | 16552.7

Feil 3676.3

Total

a)  Skriv opp modellen og forutsetningene for 1-vegs-variansanalyse.
Vi gnsker 4 teste om materialtype har effekt. Skriv opp hypotesen og utfar
testen. Velg sjgl niva.
Vis at under modellen og nullhypotesen er materialkvadratsummen (5S4) en
forventningsrett estimator for den felles variansen, o2 multiplisert med antall
frihetgrader.

b)  Estimer differanse i forventningsverdi mellom material 1 og material 2, samt
mellom material 2 og material 3.
Lag konfidensintervall for de to differansene, men bruk et totalt konfidensniva
pa 0.05 (“experiment-wise error rate”; Bonferroni-metoden). Hvor mange
data méa du bruke i hver gruppe for at lengden av konfidensintervalla skal bli
maksimalt 5.



;‘f‘  Vedlegg

X har invertert gammafordeling, IG(a,b), med parametre a og b hvis X har

tetthet
b 1 a+1
f(.’lfla,b)=f(a—:)-<x) 6_b/)‘ 0<zr<oo a,b>0
E(X)———k—— a>1 Var(X)—-—g—z——————- a>2
R - (@-1)2(a-2)’
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