SKISSER TIL LØSNINGER  Matematikk 3, skriftlig eksamen, 30. mai 2003.


Oppgave 1

LØSNINGSFORSLAGET TIL DENNE OPPGAVEN ER NÅ IKKE LENGER TILGJENGELIG VIA DETTE NETTSTEDET. SPESIELT INTERESSERTE KAN HENVENDE SEG TIL  signe.h.knudtzon@hive.no .

Oppgave 2

Vi forsøker med n = 24453. Da skal n etter påstanden være delelig med 19 dersom 

6(2-7(4+5(4-9(5+3 er delelig med 19. Vi regner ut og finner at -38 er delelig med 19, noe som indikerer at påstanden stemmer, siden 24453 selv er delelig med 19.  (19 (1287 = 24453)

Et annet tilfeldig femsifret tall er n = 56491. Vi beregner 6(5-7(6+5(4-9(9+1 = -72.                Vi har at -72 ikke er delelig med 19. Ved å benytte kalkulatoren, finner vi også at 56491 ikke er delelig med 19. Dette indikerer igjen at påstanden kan være sann.

Begrunnelse ved kongruensregning

Det femsifrede tallet kan skrives  n = a(104+b(103+c(102+d(10+e. 

Vi har 

10 ( -9 (mod 19)

102 ( 81 (mod 19) ( 5 (mod 19)

103 ( 50 (mod 19) ( -7 (mod 19)

104 ( 25 (mod 19) ( 6 (mod 19)

Ved vanlig kongruensregning (summen til to restklasser kan defineres entydig som restklassen til summen og restklassen til et produkt er produktet av restklassene) finner vi derfor at 

n ( 6a-7b+5c-9d+e (mod 19)

Dette betyr at n og 6a-7b+5c-9d+e får samme rest ved divisjon med 19. 

Spesielt gjelder det at n vil være delelig med 19 dersom 6a-7b+5c-9d+e er delelig med 19.
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Oppgave 3
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a)
Sporet er speilsymmetrisk omkring en vertikal linje m (se fig.). 

Dermed må også trekanten være speilsymmetrisk omkring den 

samme linja. Altså er trekanten likebeint, og ett av hjørnene dens 

ligger på linja m.



La v være pappvinkelen og w vinkelen i et vilkårlig hjørne i 

trekanten. Vet da at vi får en ekstra boble utenfor hjørnet hvis og 

bare hvis v < w. Begrunnelse: Pappvinkelen griper da an mot de to

hjørnene lengst unna. 


Videre har denne ekstra boblen samme radius som den "motstående" boble. 

Av sporets fire bobler ser vi i første omgang dermed at trekanten har én vinkel større

enn 45( (den hvis hjørne ligger på m) og to vinkler mindre enn eller lik 45(.

b)
Hjørner uten ekstraboble (her: A og B) er spesielt lette å finne, da de ligger i 

skjæringspunktene mellom to nabobobler. Det "indre" hjørnet (her: C) finner vi som 

skjæringspunktet mellom linjestykkene BP1 og AP2. (Idet vi starter på ekstraboblen, ligger nemlig A og B på hvert sitt vinkelbein i pappvinkelen.)

Alternativ metode (det fins naturligvis enda flere): 

Konstruer midtnormalen m, velg deretter et vilkårlig punkt D på den høyre småboblen og konstruer 45( i D med ett av vinkelbeinene gjennom B. Det andre vinkelbeinet skjærer da m i C.

c)
Eksempler på aktuelle spørsmål som elevene kan stille seg og utforske [med svar]:


* Hva slags geometrisk form har buene? [de er sirkelbuer, jf. periferivinkelsetningen]

* Når får vi ekstrabobler? [se a) ]

* Når kan vi få halvsirkler? [dersom pappvinkelen er 90(, jf. periferivinkelsetningen]

* Når gir en trekant et spor med bare tre bobler?

  [alle vinkler i trekanten er mindre enn v, se a)]

* Når gir en trekant et spor med seks bobler?

  [alle vinkler i trekanten er større enn v, se a)]

* Hva når to trekanter er formlike? 

  [formlike spor også, sporet bestemmes av v og hjørnevinklene]

Oppgave 4    


a)
Tar utgangspunkt i speilsymmetrien i den regulære 9-kanten.
(Sm er speiling om linja m , se fig.)

K avbildes på E via Sm . Ved opplysningene i) og ii) følger at 

A avbildes på D via Sm  og at  B avbildes på C via Sm . 

Da står både BC og LM normalt på m , altså gjelder BC || LM .

b)
Symmetrigruppa er D1 = { I , Sm }.


(Symmetriene er den trivielle rotasjon og speiling om m.)

Eksempler på andre figurer med samme symmetriegenskaper:


c)
Setter x = AB (= AK). Pythagoras' setning på (AKB (rettvinklet trekant) gir  

 x2 + x2 = KB2 = 6,152 = 37,8225.


Det gir x  ( 4,349 .  Målestokken 1:200 gir at veggen er ca 2 ( 4,349 m , dvs ca 8,7 m.

Fra argumentene om parallellitet i a) følger det at  (ABC = (KLM. Sistnevnte er indre vinkel i den regulære 9-kanten, dvs (ABC = 180( - (360( / 9) = 140( .

d)
Både bruk av Pythagoras' og arbeid med egenskaper ved (regulære) mangekanter er 

eksplisitt omtalt i L97, se f.eks under hovedmomentet Geometri i 9. klasse (s.168-169).

e) 
Ideen er å beregne arealene av diverse biter som gulvet består av og addere til slutt.

Lar r betegne avstanden SL, der S er sentrum i den regulære 9-kanten. 

Ved sinusproporsjonen følger at    r = 
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Arealet av 9-kanten EFGHIJKLM er dermed:    A1 = 
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Videre har vi to kongruente trapes ABLK og CDEM, hver med areal 

A2 = 
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Trapeset BCML gjenstår. Ved Pythagoras' har vi MC (  
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Det gir  tan((DCM) ( 
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Altså følger   (BCM  (  140( - 61,495(  (  78,5( .

Høyden h i trapeset BCML er dermed gitt ved   h = MC (sin((BCM) (  4,843.

Arealet av trapeset BCML er da     A3 = 
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Samlet areal:   A1+2(A2 + A3  (  66,859 ( 66,9  [cm2]

1 cm2 på tegningen tilsvarer 4m2 i kapellet, som dermed har areal ca 267 m2. (4 ( 66,859)

Oppgave 5

a)

Vi ser at k4 = 1+3+5+7 = 16 og k5 = 1+3+5+7+9 = 25. Vi ser videre at kn er summen 



av de n første oddetallene, altså kn = 1+3+5+…+(2n-1). Et mer samlet uttrykk for kn 



finner vi for eksempel ved å bruke Gauss' oppsett:

kn =    1   +   3   +   5   + ………….+   2n-1

kn = 2n-1 +2n-3 +2n-5+…………..+     1

Vi adderer hver av sidene og finner 2kn = 
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 = 2n2, slik at kn = n2.

b)
Vannet synker en "etasje" og der er bare å telle opp tilveksten. Hvis alle de 12

steinhellene i nederste rekke på figur 4 speiles om "bunnlinja", vil det enda kreves fire nye heller for at vi skal kunne få etasjen under etter ønsket mønster. 

Vi har altså  f5  =  f4 + 16  =  25 + 16  =  41.

For å vise at  fn - fn-1  =  4(n-1), kan vi for eksempel tenke oss at neste fjell framkommer fra forrige ved å legge til en høyere topp til venstre. Denne toppen vil være som i a), men med et fellesområde med det eksisterende. 

For eksempel vil da f4 - f3 = k4 - k2 . 

(k2 representerer fellesområdet som ikke kan medregnes i tilveksten.)

Generelt: 

fn - fn-1 =  kn - kn-2  =  n2 - (n-2)2  =  n2-n2+4n-4  =  4n – 4  =  4(n-1) .

c) 
f2 - f1   =   4

f3 - f2   =   8

f4 - f3   = 12

    .

    .

    .

fn - fn-1 = 4(n-1)

Vi summerer hver av sidene for seg og finner 

fn - f1  =  4(1+2+3+…+(n-1))  =  4(Tn-1,  der Tn-1 er trekanttall nummer n-1. 

Vi finner altså:

fn  =  f1 + 
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Et mulig alternativ er å legge merke til at   f4  =  k4+1+3+5  =  k4 + k3. 

Vi ser at det generelt vil være slik at  

fn  =  kn+kn-1  =  n2 + (n-1)2   =  n2+n2-2n+1  =  2n2-2n+1 .

Oppgave 6
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a)

Siden 4x  = -7y, vil en vektorfremstilling for L være gitt ved 
[image: image10.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

4

-

7

t

4

7

7

x

x

-

x

y

x

7

4

, der t er en reell parameter.

b) 

Ved tilsvarende resonnement som i a) , vil en retningsvektor for linja 7x-4y = c være gitt ved 
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Det er nok å vise at skalarproduktet mellom linjenes retningsvektorer er null. Dette skalarproduktet blir 7(4+(-4)(7 = 0, altså står vektorene, og dermed også linjene, normalt på hverandre.

c)  

Det enkleste er kanskje å finne skjæringspunktet mellom L og ei linje gjennom (1,2) som står normalt på L. Vi krever altså at 7x-4y = c skal gå gjennom (1,2). Dette fører til at c blir bestemt av likningen 7(1-4(2 = c, altså c = -1. Skjæringspunktet mellom L og denne linja finnes ved å løse systemet  4x+7y = 0 , 7x-4y = -1 .

Den første multipliseres med 4 og den siste med 7 før vi legger sammen: 

65x = -7, som gir 
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La oss kalle dette skjæringspunktet for Q og speilingspunktet for P'. 

Vi finner da 
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Vi er da i stand til å finne posisjonen til speilingspunktet P': 
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Dette betyr at speilingspunktet P' har koordinater 
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d)

Dersom vi velger 
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 (på L), vil dette punktet ligge fast ved speilingen. 

Vi har altså 
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, som gir egenverdi  (1 = 1. 

Tilhørende egenvektorer vil være på formen 
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Dersom vi velger 
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 (på ei linje gjennom origo og normalt på L), ser vi at 
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Vi får av dette en egenverdi  (2 = -1 , med tilhørende egenvektorer gitt ved 
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e)

Vi har generelt at A=PDP-1, der D er en 2x2 diagonalmatrise med egenverdiene på diagonalen og matrisen P er dannet med egenvektorer som søyler:
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Vi trenger P-1 , og finner denne ved for eksempel å benytte formelen fra boka:
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Det følger av dette at  
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Det gir
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Vi ser at dette stemmer med  resultatet i c).
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