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Emne: Rekker, konvergens, potensrekker, annuitetsberegninger.

Avsnitt 6.2 (s.184) oppg. 7:
Gitt differenslikningen:

X[n+2]-x[n+1]=3x[n] n=0,1,2,3...
Initialbetingelser: x[0]=1, x[1]=2

Finn x[2], x[3]...., x[6]

Den gitte likning kan skrives: x[n + 2] =x[n + 1] + 3x[n]

Setter viinn n =0 far vi: X[2]=X[1]+3x[0]=2+31=5
Setter viinn n =1 far vi: X[3]=x[2]+3x[1]=5+32=11
Setter vi inn n =2 far vi: X[4]=X[3]+3x[2]=11+3"5=26
Setter vi inn n = 3 far vi: X[5]=X[4]+ 3X[3]=26+3"11=359
Setter vi inn n =4 far vi: X[6] = X[5] + 3x[4] =59 +3-26 =137

Avsnitt 6.2 (s.184) oppg. 16:

a) &im X[k] = &im k’ > oo dvs. sekvensen divergerer
—0 —0

2+3
b limx[k]= lim 2 2 =05

=lim =—=
k> koo 4K + 2 k%w4+% 4
| Ktk Ik
c) hmx[k]:hm > =lim =1
ko> ko k2 4k +1 k%1+y+ 1
k' /Kk?
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Avsnitt 6.3 (s.190) oppaq. 1:

En aritmetisk rekke er gitt ved:

S, =u, +u, +U; +...+U,
Hvor:u,=a u,=a+d u,=a+2d.. u,=a+(k-1d

Vi far altsa:

a = forste tall i rekka (uy )
d = differanse mellom to etterfolgende tall
k = antall tall i rekka

Pa side 186 star formelen for summen av en aritmetisk rekke:
S =5[2a+(k—1)d]
2

I oppgaven er oppgitt forste ledd = 4 og siste (30.) ledd = 1000

Sammenholder vi det som star i hakeparentesen ovenfor med uttrykket for Uy ser vi at det blir lik
summen av ferste og siste ledd, dvs formelen kan ogsa skrives:

k
S, =5[u1 +Uy]

Men da blir oppgaven enkel: S, =15 (4 + 1000) =15060

Avsnitt 6.3 (5.190) oppag. 8:

Formelen for summen av en uendelig geometrisk rekke star pa side 189:

a
S, = 1— Hvor a er forste ledd i rekka og r er multiplikasjonsfaktoren.
—r

I folge oppgaven skal denne summen vere lik 4a. Vi far da:

a 1
= - _r=1 _3
l_r—4a:>1_r—4:>1 I’—A:F—A
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Avsnitt 6.4 (s.193) oppg. 3:

Vi skal multiplisere ut (2x + 3y)* ved hjelp av Pascals trekant. Den ser slik ut:

1 3 3 1
1 4 6 4 1
Dette tolkes slik:

(a+ b)4 =a*+4a’b+6a’h? +4ab’ +b* dvs:

(2x+3y)' =(2x)" +4-(2x)" -3y +6-(2x)" (3y)” +4-2x(3y) +(3y)’
(2x+3y)4 =16x* +96x°y +216X>y> + 216xy’ +81y*

Avsnitt 6.4 (s.193) oppg. 9:

Vi skal utvikle folgende funksjon som potensrekke opp t.o.m 4. ledd:

f(x)= lj%_(l-'_%); Setterviyzi far vi:

fFly)=(1+y)

N | —

Vi utvikler potensrekken etter binomialformelen s. 192:

=1-1
Fy)=1-3y+ TR y

f(y)=1-1y+2y’—2y’+.. Settersdinny=x":

xSy 4,

f(x)zl_%xil‘ks 16
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Avsnift 6.5 (s.196) oppg. 1:

Potensrekka for * er gitt ved:

2 3

e =1+ X+—+—+...
21 3!

Vi kaller selve funksjonen f (x) =€* og potensrekka fram

til 4. ledd p,(X) og sammenlikner disse for noen verdier av X.

x=0: f(0)=1 p4(0)=1 (eksakt)

x=01: f(0,1) = 1,1051709  p4(0,1) = 1,1051667 (6 sifres nayaktighet)
x=0,5: f(0,5) = 1,6487213  p4(0,5) = 1,6458333 (3 sifres noyaktighet)
x=10: f(1,0) = 2,7182818  p4(0,1) = 2,6666667 (2 sifres nayaktighet)

Vi ser at for X-verdier fram til 0,5 vil det vanligvis greie seg med de 4 forste leddene.

2 2 2 2 2 2 2 2 0 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2

Dersom X > 0,5 ber vi ha med flere ledd.

Avsnitt 6.5 (5.196) oppg. 2:
Ut fra potensrekka til cos(x) skal vi finne potensrekka til cos(2x) og cos(x/2).

a. f(x) =cos(2x)

Potensrekka for cos(X):

2 X4 X6

X
COS(X):1_7!+T!_E+

Vi setter inn 2X istedenfor X 1 denne formelen:

2,2 4,4 6.6

cos(ZX)=1—2 X +2 X _2X +
2! 41 6!

b. f(x) =cos(x/2)

Vi setter inn X/2 istedenfor x i formelen for cos(X):

x> +24x4_26x6Jr
22.21 2%.41 26.6!

cos(ZX) =1-
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Annuitetsoppgaver:

1. Til finansiering av bolig trenger du & lane kr. 800 000,-
Lanetiden er 10 ar, nominell rente er 8% p.a.
Hvor stort blir det ménedlige avdraget ?
Hvor stort blir avdraget hvis lanetiden settes til 20 ar ?

Lasning:

Utgangspunktet for alle annuitetsberegninger er den sékalte annuitetsformelen som
kan utledes vha geometriske rekker. Vi starter med folgende definisjoner:

K' - 1nekapital

r -rente (angitt som desimaltall f.eks 8% = 0,08)

n - avdragstid i antall ar

a - manedlig avdragsbelop

Kn - "oppspart" belop etter n ar. (Sett fra bankens side er 14net en investering)

Sett fra bankens side:
Kn=K(1+r)"  (rentes-rente formelen)

Sett fra lantagerens side:

2 12n-1
Kn:a+al+L +al+L +--~+a1+L
12 12 12

Formelen kan forstés slik: Det forste leddet a representerer det siste avdraget og
forrenter seg ikke. Det neste leddet er nest siste avdrag som forrenter seg i en maned.
Det tredje leddet er tredje siste avdrag som forrenter seg i 2 méaneder (etter rentes-rente
formelen) osv helt fram til det siste leddet som repr. forste avdrag. Dette avdraget
betales etter en maned og forrenter seg dermed i (12n - 1) maneder.

Voensker né a beregne summen av denne rekka. Vi ser at dette er en geometrisk rekke
med felles faktor (1 +1/12). Vi kan né bruke en formel fra boka eller regne det ut
sjol:

2 3 12n
K, 1+L =a1+L +a1+L +a1+L +--~+a1+L
12 12 12 12 12

Hvis vi trekker den forste rekka fra denne faller de fleste leddene bort og vi fér:

12n 12n
K1+ 2 |-k =a1+-]| —a=K, -=all1+ ] -1
12 12 12 12

12a r)" o
=K, =—||1+—| -1|=K(+r)
r 12

Dette er den sakalte annuitetsformelen som du kan bruke i alle slike ssmmenhenger.
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I den forste oppgaven er K, r og n gitt mens a er ukjent. Vi bruker annuitesformelen
og leser for a:

4o KUoN+r) ~ kr 9440,70

Dersom avdragstiden gkes til 10 ar bruker vi den samme formelen men med n=10
og far:
a=kr. 6330.45

2. Du har ikke rad til det forste alternativet og velger derfor
20 ars avdragstid. Renta gjer sé et hopp til 10% p.a.
Hva blir det manedlige avdraget néd ?

Lasning:
Igjen kan vi bruke den samme formelen men med andre tallverdier:

a=kr. 7087.46

3. ** Renta faller sd tilbake til 8% p.a. igjen. men du synes
at du har rad til 4 fortsette med det nye avdraget.
Hvor mye féar du redusert lanetiden ?

Lasning:
Denne gangen er det n som er ukjent. Vi ma altsa lgse annuitetsformelen mht n.

La oss ferst stille opp problemet klart:

K=800000 r=0,08 a=7087,46 Finnn utfra likningen:

12n
lz—a{(ulj —1} —K(+r)
r 12

Det viser seg at det er vanskelig & lase denne eksakt mht n (prov !).
Her kan vi ta i bruk grafiske hjelpemidler som fins i MatLab eller TI-89

Vi kan f.eks kalle venstre siden av likningen yy(n) og hayresiden y4(n). Vi plotter disse
funksjonene i samme diagram med n som uavhengig variabel (X-akse). Skjeringen mellom
kurvene vil gi oss lgsningen. Se neste side.
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Framgangsmate i MatLab:

» K=8e5; r=0.08; a=7087.46;

» n=linspace(0,20,200);

» yv=(12*a/r)*((1+r/12).(12*n)-1);
» yh=K*(1+r).”n;

» plot(n,yv)

» hold on

» plot(n,yh)

» grid

Dette gir folgende plott:

Vi ser at vi far skjering ved ca. n = 16 ér.
Vi kan f4 mer noyaktig svar ved a blase opp diagrammet til full skjerm og deretter bruke
MatLab-kommandoen ginput. Dette gjores ved f.eks a skrive:

» [Tid, Y ]=ginput
Kursoren blir né forandret til et tradkors i diagrammet. Dette plasseres over skjeringspunktet
og deretter trykkes pa venstre musetast (kun en gang !) Sa trykkes ENTER pa tastaturet.

Vi far folgende respons:

Tid =
15.8986

Y =
2.7105e+006

Y er uinteressant i denne sammenheng. Vi ser at nedbetalingstiden blir ca. 15,9 ar
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