TMA 4195 Matematisk modellering,
30. november 2006

Lgsning med kommentarer

1 Oppgave

Ei kokebok angir steketida for ovnstemperatur Ty, til en kalkun pa 3 kg
til 3.5 time. For amerikansk kalkun pa 10 kg er tida angitt til 7 timer.

(a) Hvordan utleder vi varmeledningsligningen

T
pcaa—t = kV?T, (1)

der tetthet, p, varmekapasitet, ¢, og varmeledningsevne, k, er konstante?

Vi antar at oppvarmingen av kalkunen folger ligning 1. Varmeoverfarin-
gen til kalkunen gjennom overflata skjer i folge Newtons varmeover-
foringslov,

_kVT’overﬂate =p (Tovn - Toverﬂate) ) (2)

der 3 er en konstant.

(b) Steketida, ts, md i tillegg til parametrene ovenfor, avhenge av kalkunens
diameter D (vi antar at kalkuner er likeformede!), samt temperaturdif-
feransene mellom ovnen og kalkunen for (ATy) og etter (AT} ) steking.
Bruk dimensjonsanalyse til G finne et uttrykk for ts (Vink: Kombinér
parametrene i lign. 1 og 2 for du bruker dem i dimensjonsanalysen).

(c) Etter kort tid viser det seg at overflata pd kalkunen har samme tem-
peratur som ovnen. Dette betyr at lign. 2 forenkles til T, = Tyyerfiate,
og parameteren med 3 forsvinner. Bruk denne opplysningen til d foren-
kle dimensjonsanalysen og vis at en da finner at t, er proporsjonal med
vekta av kalkunen opphoyd i potensen 2/3. Hvordan stemmer dette med
kokeboka?



Lgsning:

(a) Varmetetthet er gitt ved pcT og varmefluksen er j = —kVT. Uten
kilder har vi pa integralform

i/chdV—i—/ j-ndo =0,
dt Jg R

og dette leder i sin tur, ved & flytte tidsderiverte innenfor integraltegnet,
anvende divergensteoremet, og la R variere, til differensialformuleringen

dT
PCy + V- (=kVT) =0.

(b) Vi felger vinket i oppgaven (som tydeligvis ikke var sa klart) og
antar at

ls =15 <D7 K, §7AT07AT1> )

der varmediffusivitetskoeffisienten x = k/ (pc).

Kommentar: En kunne tenke seg at Tyverfiate 08 V|, erfiare SKUlle veert
med, men disse stgrrelsene vil jo vaere tidsavhengige og bestemmes av
selve beregningen av temperaturforlgpet. Denne variasjonen er i sin tur
bestemt av [3/k og de andre parametrene.

Vi ser fra de oppgitte ligningene at [x] = s/m?, mens [3/k] = m™'.

Dermed kan vi sette opp dimensjonsmatrisen

t. | D |« | B/k | ATy | AT
m|O0|1|-2] -1 0] 0
s|1[o]1] 0] 0] O
K|[O|]O|O] 0 | T | 1

Matrisen har rang 3 og fglgelig finnes det tre dimensjonslgse kombi-
nasjoner. Disse gir seg selv:

/‘its Dﬁ ATO

- 7T3=A—T17

7T1:D277TQ: ka



og dermed blir m; = & (79, 73), eller

Dy (Dﬁ ATO>.

ts AT
KR k ATl

Den alternative lgsningen,
1 Dp AT,
tS =—® _/87 _0 )
l€62 k ATl
er naturligvis like riktig.

Men den aller mest elegante lgsningen, som en av dere kom opp med,
er imidlertid & skalere ligning 1 og 2 med D for lengde og ¢, for tid. Da
faller m; og my rett ut!

(c) Hvis vi fjerner g, finner vi

D? ATy
ls=—@( — |,
K (ATl >
og siden vekta kan skrives
W = GpD?

der GG er en konstant dimensjonslgs ” geometri-faktor”, vil

2/3
1 (3.5kg) = WGP g (ATO) o W23,
K

ATy

Hvis steketia for en kalkun pa 3kg er 3.5 time, burde etter dette, forut-
satt at ATy og ATy er de samme, steketida for en kalkun pa 10 kg
vaere

101 2/ 101 2/3
ts (10kg) = t, (3kg) (?0) =35 (30) time = 7.8 time.

Dermed kan 7 timer veere i knappeste laget.



2 Oppgave

Vi ser pa problemet

*y dy
— 4+ —=—=2t, 0<t<1, 0< 1
gdt2+dt , Ut < 1, e 1,

y(0)=y(1) =1

Hva kaller vi slike problemer? Finn, til ledende orden i €, en ytre, indre,
og uniform losning til problemet (Vink: Grensesjiktet ligger ved 0).

Lgsning:

Siden dette er ei ligning med en liten parameter foran den hgyeste
deriverte, kalles dette et singulert perturbert problem.

Ytre lgsning finnes ved a sette ¢ = 0. Da far vi

Yo

=9,
dt

med generell lgsning A + t? . Det er umulig & tilfredsstille begge rand-
kravene, siden y (0) = 1 impliserer at yo (t) = 1 + %, og y (1) = 1
impliserer at yo (t) = t2.

Pa grunn av vinket er det naturlig & prgve seg med en ny tidsskala,
t = 07 nede ved 0, og dette leder til

€ 1
5—2Y7—7— —+ 51/; — 257

Ved & velge 0 = ¢ blir ligningen
Y. + Y, =27,

med generell lgsning til ledende orden, Yy (1) = A + Be ™ (En kunne
tenke seg at = /2 var en mulighet, men dette ville gitt en lign-
ing Yy, = 0, og det hjelper oss lite). Hvis vi tilfredsstiller randverdien
Yo (0) = 1, far vi derfor at A+ B =1, eller

Yo(r)=1+A(e —1).
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Na vil faktisk denne lgsningen tilfredsstille begge randkravene hvis vi
setter A = 0, men da bruker vi Yy utenfor gyldighetsomradet.

Matching-kravet er pa enkleste form gitt av

Png Yo (t) = lim Yq (7),

T—00

og dette leder til (vi benytter at yo (1) = 1)
0=1—-A,
eller A = 1. Dermed blir uniform lgsning til ledende orden

u l i/e
v = w0 (1) + Yo () — 10 (0) = £+
Feilen ved ¢t = 1 er helt neglisjerbar.

Tillegg (Ikke del av eksamen): Vi ser at eksakt generell lgsning til
ligningen blir )
Yoo () = A+ Be = + 2 — 2te,

og folgelig er, igjen med en neglisjerbar feil O (6*1/5),
Yow = 12+ 7% 4 2 <1 e —t) .

Noen hadde tydeligvis oppfattet "til ledende orden i €” som bade O (1)
og O (g), sa dette var ikke en helt bra formulering,.



3 Oppgave

La x* (t*) vere torskebestanden i et havomrade som funksjon av tida
t*. Havomrddet kan i det lange lop fo en maksimal bestand K, og sd
lenge det ikke fiskes og x* < K, vil * vokse med rate r, dx*/dt* = rz*.
Vi antar at oppfisket kvantum pr. tidsenhet er ax*B, der B er antall
bater som deltar i fisket, og a er en konstant.

(a) Sett opp en modell for fiskebestanden slik at den med passende ska-
lering far formen

W)= wlt) =2 (1)~ ().

(b) Draft likevektslosningene til modellen for ulike (konstante) verdier
av (. Skissér mulige tidsutviklinger for bestanden.

(c) Bestem et uttrykk for antallet bater som gir en optimal forvaltning
av fiskeressursen.



Lgsning:

(a) Oppgitt ligning indikerer at vi skal anta en logistisk modell uten
fangst, og dermed finner vi umiddelbart at

d * *
df* =rz* (1 — %) —az*B

Vi skalerer modellen ved & sette

=K,

|

= —t
r

Dermed finner vi

d
Krd—i =rKz(l—1z)— aKzB,

eller

t=xz(1—1z)— px,

aB
po=—.
,
(b) Likevektslgsningene blir
Ty = 07
Ty = 1-— M.

Vanlig linezer stabilitetsanalyse, der vi benytter at

d(z(l—x)— ux)
dx

=1-2z—p,

gir at lgsningen x; er stabil for ;1 > 1 og ustabil for ;1 < 1, mens x5 er
stabil nar p < 1 og ustabil nar p > 1(Det fysisk akseptable omradet er
naturligvis x1, x2 > 0).



Hvis ;1 = 1, blir ligningen

i = —a?,

og begge likevektslgsningene faller da sammen i z = 0. Denne ligningen
kan lgses generelt,

1
—=t+C,
X
dvs.
1
r=—
t+C’

eller ogsd x = 0, som opplagt er en lgsning. Hvis vi starter i x (0) litt
til hgyre for 0, vil z (¢) — 0 nar ¢t — oo. Hvis derimot x (0) = 1/C < 0,
vil z (t) — —oo nar t — —C. Likevektspunktet er dermed fysisk stabilt
ogsa for ;= 1, siden vi jo har at x > 0.

Det fullstendige svaret vil da bli at likevektspunktene
xs =max{l—p,0}, p>0

er stabile, mens
T, =0, 0< <1,

er ustabile.
c onstant uttak pr. tidsenhe n uttrykkes som
Et konstant uttak tidsenhet kan utt ykk

Q= (aB)xy = (aB) K(1 —p) = (pr) K(1 — p) = Krp(1 — p),  (3)

og dette har et maksimum for = 1/2, dvs., B = r/(2a) og =3 = K/2.



4 Oppgave

I denne oppgaven skal vi studere trafikken langs en veg (envegskjort
mot 400, og uten av- og innpdkjorsler i forste omgang), og vi antar
at alle variable er skalert slik at biltettheten p er mellom 0 og 1, og
bilhastigheten v er lik 1 — p.

(a) Vis hvordan en finner et uttrykk for sjokkhastigheten U til et sprang
i biltettheten, og at vi i dette tilfellet far at U = 1 — p1 — pa, der py
0g ps er tetthetene pd hver side av sjokket.

Langs vegen kjorer det biler for t < 0 med tetthet p = 1/2. Mellom t =
0 og t =1 far bilene radt lys for en fotgjengerovergang plassert 1 x = 0.
For t > 1 er lyset igjen gront.

(b) Bestem lgsningen p(x,t) for t > 0. (Vink: Lag forst en skisse av
situasjonen i et x-t-diagram. Vis at losnmingen for p ma bestemmes 1
b ulike omrader, der verdien i 4 av dem er opplagt. For d bestemme
omradene, md en finne grensene).

Et annet sted pa vegen kommer det nd innpd en veg nummer 2 av samme
type som den forste vegen.

(c) Huilken bevarelseslov ma holde i krysset? Anta at fluksen pd den
forste vegen inn mot krysset er konstant, j; = 1/8, og at biltettheten er
mindre enn 1/2. Beskriv (uten videre regning) utviklingen i biltettheten
pa vegene ndr tettheten ps pa veg to gker fra 0 til 1. Bilene pad forste
veg har forkjorsrett, men er fleksible og slipper biler inn dersom det er
mulig. Se spesielt pa hva som skjer nar fluksen pd veg to nar opp til
1/8.



Lgsning:

Dette er den sakalte standardmodellen: 0 < p < 1, v =1—p, 7 =
p (1 — p). Bevarelsesloven kan skrives

b

G i+ i ) =i =0 0

eller pa differensialformen
pe+ (p(1=p)), =pe+ (1=2p)ps =0.

(a) Vi utleder sjokkhastigheten ved & betrakte et sjokk med hastighet U
inne i omradet (a, b). Tettheten til venstre for sjokket er p; og tettheten
til hgyre p,. Ved a sette dette inn i lign. 4, far vi

(p2 = p1) U =pa(1—p2) = pr (1= p1),
med andre ord,
U=1-p1—pe.

(b) For p = 1/2 er karakterstikkene vertikale, og vi vil ha en situasjon
som skissert pa figur 1.

For sjokket OA er p; = 1 og p1 = 1/2, med andre ord er sjokkhastigheten
Uoa = —1/2. Pa tilsvarende méte finner at Upp = 1/2, Ugp = 1 og
Uga = —1. Punktet A ligger daix = —-1,t=2,0g Bix=1,t=2.
Inne i ekspansjonsbglgen er lgsningen gitt av

z=c(p)(t-1)=1-2p) (1),

_1h
2 t—l
AC o

Na gjenstar bare & finne sjokkene og BD. 1et punkt (z,t) pa sjokket
AC vil py = 1/2, mens p; = p, (z,t) = 5 (1 — %). Dermed blir

oe=1-b- (=)
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eller




r=1/2 r=1/2

O

Figur 1: Skisse av situasjonen rundt fotgjengerovergangen.

Ligningen for sjokket blir fglgelig

Ligningen er separabel og lgsningen blir 40 (t) = —vt — 1, t > 2. P&
tilsvarende mate finner vi xgp = v/t — 1. Dermed er lgsningen fulls-
tendig bestemt.

(c) Situasjonen er skissert pa figur 2. Siden krysset ikke er noen park-
eringsplass, ma vi ha

1+ J2 = Jut-
Det er oppgitt at j; = 1/8, men
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J

jl jut

Figur 2: Veg nummer 2 kommer inn pa veg 1.

har to mulige lgsninger,

1 1
= — 44/
P1,2 5 3

Her er imidlertid p; < 1/2, og da er tettheten konstant lik 3 — 4 /1.

Safremt jo < 1/8, vil j,; < 1/4, som er maksimal verdi.

Nar jp gar forbi verdien 1/8, vil det hope seg opp biler foran krysset péa
veg to. Siden fluksen ut fra veg to maksimalt kan bli 1/8, ma tettheten
av biler rett foran krysset da bli

1, \/T
Pr=9 7 \Vs
I bak-kant av hopen far vi et sjokk som vokser med hastighet

U=1-=ps— pay-.

helt til po = pay. Nar py gker videre fra poy, vil fluksen av biler pa veg
2 veere sa liten (<1/8) at alle kommer innpa uten problemer!
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