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mengde

element i

de naturlige tallene 1,2,3, ...

de hele tallene ..., -2, —1,0,1,2,...

de rasjonale tallene (brgker)

de reelle tallene (tallinjen)

med ordet 'tall’ menes et reelt tall

det reelle planet

det reelle rommet

avslutter et Bevis

avslutter et Eksempel eller en Bemerkning
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Kapittel 1
Lineaere likningssystemer

“Jeg tenker pa et tall slik at 7 ganger tallet er 12.”

1.1 Linezere likninger

Matematikk dreier seg om a lgse problemer. Problemene gjores ofte om til
likninger som sa ma lgses. I lineaer algebra studerer vi spesielt systemer av
linezre likninger og deres lgsninger.

For eksempel kan problemet med a finne et tall slik at 7 ganger tallet er
12 gjores om til en likning ved & kalle tallet vi vil finne for x. Problemet blir
na a finne x der x oppfyller likningen 7wz = 12. I likningsspraket kalles x en
variabel (den ukjente i problemet vi vil lgse).

Vi far fort likninger med flere variable, eller problemer med flere ukjente
om man vil: For eksempel kan jeg tenke pa fire tall slik at summen av dem
er 12. Hvis vi kaller de ukjente tallene for z, x5, x3 0og x4, blir problemet vart
gjort om til likningen x1 + x5 + 3+ x4 = 12. Begge likningene vi har sett til

na er eksempler pa linezere likninger.

Definisjon 1.1 Lan € N. En (reell) linecer likning i n variable x1, z,, . .., x,

er en likning pa formen

a1, + asxy + -+ a,r, = b



der aj,ag,...,a, og b er (reelle) konstanter. Tallene ay,aq, ..., a, kalles ko-

effisientene til likningen.

Matematikk er den mest eksakte vitenskapen vi har. Og uten definisjonene
klarer vi oss ikke lenge. De sier nemlig ngyaktig hva vi mener med de ulike
begrepene vi jobber med.

For at vi skal kalle en likning linezer, kan vi altsa kun ha ledd der vi ganger
variablene med konstanter (ogsa kalt skalarer) og i tillegg har vi lov til & ta
summer av slike ledd. Linezre likninger inneholder dermed ikke produkter
eller rgtter av variablene, og variablene er heller ikke argumenter for for
eksempel trigonometriske, logaritmiske eller eksponentiale funksjoner.

Dette vil videre si at problemer der for eksempel ordet 'produkt’ dukker
opp, slik som “Finn to tall slik at produktet er 57 ikke vil gi opphav til line-
are likninger. Areal- og volum-problemer er andre eksempler som involverer

produkter av de ukjente.

Eksempel 1.2 Likningen
\/51]1+[E2—3I3 =0

er en linezer likning i z1, x5 og w3 fordi den er pa formen a2z, +asxrs+azxs = b

der a1, as, as og b er reelle konstanter (a; = v/5,a5 = 1,a3 = —3 og b = 0).

Likningen

4x1—x2+4x3+xi:x1

er ikke linegr, siden vi har leddet x3 som ikke er pa formen ayz, for en reell

konstant ay. [ |

Det er altsa problemer der vi kan bruke ordene ’sum’ og 'multiplikasjon
med konstanter’ (kalt skalering) som gir oss linezere likninger. Slike problemer

er det mange av.



1.2 Lgsningsmengde og parameterfremstilling

Hvordan lgser vi linezere likninger? Hvordan finner vi z i likningen 7o = 127
Vi leter kanskje ikke i sandkassa, men heller i tallverdenen. Da finner vi at
T = 1—3 passer inn i likningen. Og det finnes ingen andre tall som oppfyller
likningen. Altsa var det tallet 17r—2 jeg tenkte pa i starten av kapittelet. Dette

er forgvrig diameteren i en sirkel med omkrets 12.

Hva med Igsningen av likningen
L1+ X9+ a3+ 14 = 127 (1.1)

La oss fgrst definerer hva vi mener med en Igsning av en lineaer likning:

Definisjon 1.3 FEn lgsning av en linecer likning ayx,+asxo+- - -+ap,x, = b er
en folge av n tall (s, Sa, ..., sy) slik at likningen er oppfylt ndr vi setter v, =
S1, Tg = 82, ..., Tn = Sp. Mengden av alle lgsninger kalles lgsningsmengden,

eller den generelle lgsningen, til likningen.

Bemerkning 1.4 [ ordet ’folge’ ligger det en ordning, dvs. en folge av n tall
er et ordnet n-tuppel av tall der ordningen er gitt ved indekseringen (s; er

det forste tallet i folgen, so er det andre tallet osv.).

For likningen ma = 12 bestar altsa lgsningsmengden av én folge: x = {%}
siden likningen er oppfylt nar vi setter x = % og det er den eneste lgsningen.

Hva med de fire tallene hvorav summen er 12, dvs. likning (1.1)7 Jeg
tror ikke dere vet hvilke tall jeg tenker pa. For eksempel er fglgen (1,1,1,9)
en lgsning, siden likningen er oppfylt nar vi setter 1 = 1, 2o = 1, 3 = 1
og x4y = 9. Videre har vi ogsa lgsninger (—5,5,11,1), (%,%,77 3) osv. Vi
kan faktisk fortsette i det uendelige med & finne lgsninger. Hvordan kan vi
presentere mengden av alle disse lgsningene?

La oss bestemme oss for at tallet x; er s;. Vi tenker pa s; som et symbol
som kan anta alle verdier i R. Dette symbolet kalles en parameter. Pa denne

maten kvitter vi oss med variabelen x; og har redusert likningen (1.1) til

5(72+ZL’3+CL’4:12—81,



dvs. vi leter nd etter tre tall slik at summen av dem er 12 — s;. Hvis for
eksempel s; = 3, sa er (1,1,7), (3,3,3) og (3, %, 3) eksempler pa lgsninger.
Vi vet fortsatt ikke hvordan vi kan holde orden pa alle disse lgsningene. For
det forste skal vi jo finne xq, x3 og z4. 1 tillegg kan vi velge hvilken verdi vi
vil for s;.

Vi innforer en parameter for x, ogsa, sa kvitter vi oss iallefall med en
variabel til. La parameteren sy erstatte xy. Da har vi redusert likning (1.1)
videre til

T3+ x4 =12 — 51 — S9.

Fortsatt har vi samme problem som ovenfor: vi kan velge hvilke verdier vi vil
for s; og sq, og vi har fortsatt to variable igjen i likningen. Siden vi har to
variable igjen, er det ikke usannsynlig at det hjelper & kvitte seg med enda
en av dem. Sa vi gir oss ikke, og innfgrer parameteren s; for z3. Dermed er

likningen (1.1) redusert til
l’4:12—81—82—83.

Vi kan fortsatt velge hvilke verdier vi vil for de tre parameterne, men nar vi
har gjort det, vet vi ogsa hva x4 er, dvs. vi har ikke noen ukjente igjen, men
bare parametere.

Vi er dermed klare til & presentere lgsningsmengden til likningen (1.1):
(xlu x27$37'r4) = {(517 82, 53, 12 — S1 — S2 — S3)|517 82,83 € R} (12)

Vi far altsa alle lgsninger av (1.1) ved a velge hvilke verdier vi vil for
S1, S og s3. Dette gir uendelig mange lgsninger. For eksempel kan vi velge
s1=1,80=1,s3 =1, som gir folgen (1,1,1,9). Generelt ser vi at alle folger
(81, S2, 83, 12— 81 — So — s3) passer inn i likningen x; + x5 + x5+ x4 = 12 siden
S1+ So + 83+ (12 — 51 — 59 — s3) = 12.

Den (meget ryddige) méaten i (1.2) & presentere lgsningsmengden til en
likning pa kalles en parameterfremstilling av lpsningsmengden. (Vi kan tenke

péa en parameter som en variabel som har fatt en spesiell rolle.)



Eksempel 1.5 For a finne Igsningsmengden til likningen
5ZL‘1 + 3ZL‘2 = 15,

lgser vi ut for en av variablene, og erstatter denne med en parameter (vi har
en likning med to ukjente, og har ikke nok informasjon til a finne bare en
lgsning):

3

I1:3—5I2

Dermed blir Igsningsmengden

(21, 5) = {(3 252, 52)[s2 € R} (1.3)

1.3 Flere likninger

Akkurat som vi kan ha mange ukjente stgrrelser i problemet vart, kan vi
ogsa ha flere opplysninger som gir oss ulike sammenhenger mellom de ukjente
storrelsene. For eksempel kan vi ha fire tall slik at summen er 12, og i tillegg
far vi vite at det ene tallet er dobbelt sa stort som summen av de andre tre

tallene. Dette kan vi gjgre om til likningene

{Lli l’1+$2+l’3+$4:12} (14)

Ly: w1 =2(x9 + 3 + 24)

Jo flere ekstra opplysninger vi skaffer oss, jo flere likninger skal variablene

oppfylle. Vi far dermed det vi kaller et likningssystem:

Definisjon 1.6 En endelig mengde av linecere likninger i variablene x1, o, . ..

kalles et linecert likningssystem.

En lgsning av et linecert likningssystem er en folge avn tall (s1, S2, ..., Sn)
slik at alle likningene 1 systemet er oppfylt nar vi setter 1 = s1,x9 =
82, ..., Ty = Sp. Mengden av alle lgsninger kalles lgsningsmengden, eller den

generelle lgsningen, til likningssystemet.



I (1.4) har vi brukt {} rundt likningssystemet (siden det er en mengde),
men disse parentesene droppes ofte.

Likningssystemene kan fort bli ganske kompliserte, nar vi har mange
ukjente som avhenger av hverandre pa ulike mater. Hvis vi tenker stort,
sa kan vi jo ta verdenspkonomien... Da kan man sette opp kompliserte (men
ofte linezre) avhengighetsforhold mellom sektorer som jordbruk, fiskeindu-

stri, oljeindustri osv.

1.4 Grunnleggende lgsningsmetoder

La oss se hvilken forskjell den ekstra opplysningen (likning L) gir i forhold
til lgsningen av likning (1.1). Vi skal altsa lgse likningssystemet (1.4). Da har
vi iallefall et par metoder a velge mellom og vi minner om addisjonsmetoden

og substitusjonsmetoden siden tankegangen her blir viktig videre:

Addisjonsmetoden (ogsa kalt eliminasjonsmetoden) Her eliminerer vi en
eller flere av variablene i likningssystemet ved a multiplisere en av lik-
ningene i systemet med en passende konstant og legge dette multiplu-

met til en eller flere av de andre likningene (vi adderer likninger).

La oss se pa systemet (1.4):

Lli $1+ZIJ2+JI3+LL’4:12

Lgl 1’1—2.’132—2333—21'4:0

Vi kan na velge hvilken variabel vi vil preve og eliminere forst, sa det
er her det gjelder a fa seg et overblikk over systemet som skal 1gses, og

a veere lur. Hvis vi legger 2 - L; til Lo, far vi
31’1 = 24.

Dermed har vi eliminert tre av variablene, og sitter igjen med én likning
i én variabel. Lgsningen av denne likningen er x; = 8. Altsa har vi
funnet at tallet som er dobbelt sa stort som summen av de tre andre

tallene ma veere 8 (2 av 12).



Hva med de tre andre tallene? Vi har funnet at x; ma veere 8, sa

likningssystemet, er na redusert til

Lli I2+ZE3—|—I4:4
LQI —25['2 —2.1‘3 —21’4 = -8

La oss fortsette med addisjonsmetoden. Hvis vi legger 2 - Ly til Lo, far
vi utsagnet

0=0,

noe som utvilsomt er riktig. Vi sier at likningssystemet er konsistent,
dvs. at 'det gir mening’. (Hadde det for eksempel statt 5 isteden for 4
i Ly, hadde vi fatt utsagnet '0 = 2’, noe som ikke stemmer. Et slikt
system kalles inkonsistent, dvs. systemet gir ikke mening, og har derfor
ingen lgsning. Det betyr ogsa at hvis vi innferer en tilleggsoplysning
som sier at 'summen av de andre tre tallene er 5’ sa har vi ingen

lgsning pa problemet.)

Javel, det er jo flott at systemet er konsistent, for da har det lgsninger.
Hva er sa lgsningene? Utsagnet '0 = 0’ forteller oss videre er at vi i rea-
liteten kun har én likning, siden begge likningene sier det samme, dvs.
vi trenger ikke den ekstra opplysningen Lo gir oss, for den gir oss akku-
rat samme informasjon som likning L. Dermed heter likningssystemet
vart

Lli $2+$3+$4:4,

dvs. vi har tre tall slik at summen er 4. Da har vi redusert oss til et
problem av samme type som likning (1.1), og pa samme mate ma vi
na innfgre parametere for to av variablene. Dermed blir lgsningen av

likningssystemet (1.4)
(gjl) X2, T3, 1'4) = {(8a 59, 53, 4 — S — 33)|$2a S3 € R}

Vi har altsa fortsatt uendelig mange lgsninger, siden vi kan velge hvilke
verdier vi vil for bade sy og s3 (vi kunne godt ha kalt parameterne for

s1 0g sg —eller noe annet—, men det er oversiktlig a folge indekseringen



i variablene). Men den ekstra opplysningen vi fikk (likning L) har
gjort at vi ikke har sa stor frihet nar det gjelder & finne lgsninger.
For eksempel er (1,1,1,9) ikke lenger en lgsning, mens (8,2,1,1) er en

lgsning (ved & velge sy = 2 og s3 = 1).

Substitusjonsmetoden Nar vi bruker denne metoden lgser vi ut for en av
variablene i en av likningene og bytter ut (substituerer) denne variabe-

len med uttrykket vi far i alle de andre likningene.

La oss se pa systemet (1.4) igjen:

Lll I'1+ZE2+ZE3+ZE4:12
LQI 1’1—233'2—2.7)3—2.1’4:0

Igjen kan vi velge hvilken variable vi gnsker a bytte ut. Det er forgvrig
gjerne her det matematiske talentet kommer inn (sa lenge vi har en
oppskrift gar ting greit, men nar vi skal ta valg er det noen valg som

er bedre enn andre, da de ofte er tidsbesparende og/eller elegante).

Vi velger a bruke Lg, som gir x1 = 229+ 223+ 2x4. Vi bruker dette til a
bytte ut x; i Ly, og far likningen 3x9+43z3+3x4 = 12, som er det samme
som likningen x4 x3+ x4 = 4. Vi kan videre sette inn 4 for xo+ 13+ 24
i Ly, og far at 1 = 8. Dermed har vi redusert likningssystemet til
akkurat de samme likningene som ved & bruke addisjonsmetoden, og vi

fAr samme svar.

Vi ser at sa lenge vi ikke har nok informasjon til & bestemme en ngyaktig
lgsning pa problemet vart, dvs. vi har flere variable enn vi har likninger, ma

vi innfgre parametere for a presentere lgsningsmengden til problemet.

Bemerkning 1.7 Det fins uendelig mange parameterfremstillinger for én
og samme mengde. Hvis vi har redusert systemet vart til en likning med n
ukjente, ma vi innfgre n — 1 parametere. Disse kan vi velge hvilke som helst
verdier for, og nar vi har gjort det, er verdien til den siste variabelen kjent.
(Slik vi har sett i eksemplene ovenfor). Hvilke av de n — 1 variablene som

skal erstattes med en parameter, kan vi velge. Dessuten kan vi manipulere



med parameterne alt etter hvordan vi gnsker at lgsningene skal se ut (lovlige

manipuleringer er a multiplisere med konstanter og summere parametere).

Eksempel 1.8 T Eksempel 1.5 kunne vi godt ha lgst ut for x5 isteden. Da
far vi .
To = 5— —T1.

3

En naturlig parameterfremstilling av lgsningsmengden blir

(21, ) = {(51,5 — gsl)|sl € R}. (1.5)

Parameterfremstillingene (1.3) og (1.5) er eksempler pa to fremstillinger
av samme mengde. Vi vet at en mengde av fglger av to tall gir oss punkter i

det reelle planet R?. I (1, z2)-planet far vi en linje (uendelig mange punkter)

5
3

(29, x1)-planet, far vi en linje med stigningstall —% og skjeringspunkt med
x1-aksen i punktet (0, 3). [

med stigningstall —2 og skjeeringspunkt med xs-aksen i punktet (0,5). I

La oss ta et eksempel der vi til slutt far én lgsning:

Eksempel 1.9 Mirtha er to ar eldre enn Haakon. Hvor gamle er de?

Losning: Na har vi to ukjente, sa la x; veere alderen til Martha og o vaere
alderen til Haakon. Problemet gjgres dermed om til likningen z; = x9 + 2,
som har mange lgsninger. En parameterfremstilling for 1gsningsmengden kan

veere
(w1, 2) = {(s1,51 — 2)|s1 € R},

dvs. vi innferer en parameter for alderen til Martha, og nar vi vet hennes
alder, vet vi ogsa Haakon sin alder (Alderen til Mértha minus to). For eksem-
pel kan de veere 7 og 5 ar eller 22 og 20 ar. Hvis jeg i tillegg sier at Martha og
Haakon er 68 ar til sammen (en opplysning som forandres fra ar til ar), sa vet
vi faktisk ngyaktig hvor gamle de er: 34 er halvparten av 68, sa de ma vare

35 og 33 ar. I likningsspraket: vi har fatt en likning til, nemlig x, 4+ x5 = 68,



og dermed har vi likningssystemet

L12 l’1+$2:68

Lgl $1—$2:2

Addisjonsmetoden med L; + Ly gir 2x; = 70, dvs. 1 = 35, og dermed
Ty = 33. [ |

Vi skal snart se hvordan vi kan lgse stgrre likningssystemer ved & sette

addisjonsmetoden inn i et stgrre maskineri.

Bemerkning 1.10 Merk at vi har brukt x,xo, x3, ..., som navn pd vari-
ablene vare, men sa lenge vi kun har systemer med opptil tre variable kaller

vt de ofte x,y og z.

1.5 Geometriske lgsninger

Ovenfor har vi sett hvordan vi kan lgse lineare likningssystemer algebraisk.
En lgsning er en (ordnet) folge av n tall, der n er antall variable i systemet.
Vi vet at en fglge av et tall kan tolkes som et punkt pa tallinjen, en fglge
av to tall som et punkt i planet, og en folge av tre tall gir oss et punkt i
rommet. P4 denne maten kan systemene ogsa lgses geometrisk. Vi skal ikke
fokusere sa mye pa geometrien, men det kan vaere nyttig a kunne se for seg
hva som skjer algebraisk. Dermed er resten av dette kapittelet med mest som

en ekstra hjelp.

Bemerkning 1.11 Var geometriske visualiseringsevne stopper etter tre di-
mensjoner (rommet). Vi kan derfor kun forestille oss lgsningsmengden til

systemer med tre variable.

Hver likning i et likningssystem representerer en linezer figur i (det reelle)
rommet. Linezre figurer er punkter, linjer og plan. (Tegn gjerne tegninger

mens du leser videre!)

e En likning med én variabel (f.eks. 7z = 12) har geometrisk lgsnings-

mengde et punkt pa talllinjen R (dvs. én lgsning).

10



e En likning med to variable (f.eks. 5z + 3y = 15) har geometrisk lgs-

ningsmengde en linje i planet R? (dvs. uendelig mange lgsninger).

e In likning med tre variable (f.eks. 4z + 2y + z = 10) har geometrisk
lgsningsmengde et plan i rommet R? (dvs. uendelig mange lgsninger).

Den generelle likningen for et plan er
ar +by+cz=d

der a, b, c og d er reelle tall, akkurat som den generelle likningen for en

linje er ax + by = ¢ der a, b og c er reelle tall.

e Og hvis du lurer: En likning med n variable der n > 4 (f.eks. 3z +
dxey — Txz + 8xry — x5 = 1) gir oss et (n — 1)-dimensjonalt plan (vi
trenger n — 1 parametere) i det n-dimensjonale rommet R”. Men det
kan vi altsa ikke forestille oss. Imidlertid far vi fortsatt uendelig mange

lgsninger.

Nar vi skal oppfylle flere likninger pa en gang, betyr det geometrisk a finne

alle skjeeringspunktene mellom de linesere figurene likningene representerer.

e To likninger med to variable: Geometrisk lgsningsmengde er skjaerings-
punktene mellom to linjer. Da kan ett av fglgende tre fenomener finne
sted:

— linjene er parallelle (ingen lgsning)
— linjene skjaerer hverandre i ett punkt (én lgsning)
— linjene faller sammen (uendelig mange lgsninger)

e Tre likninger med to variable: Geometrisk lgsningsmengde er skjaerings-

punktene mellom tre linjer. Se Oppgave 3.

e Fire likninger med to variable, fem likninger med to variable, osv. (ut-
forsk!)

e To likninger med tre variable: Geometrisk lgsningsmengde er skjaerings-

punktene mellom to plan. Na kan ett av fglgende fenomener skje:

11



— planene er parallelle (ingen lgsning)
— planene skjerer hverandre i en linje (uendelig mange lgsninger)
— planene faller sammen (uendelig mange lgsninger)

Vi ser ogsa geometrisk at nar vi har flere variable enn vi har likninger,

kan vi ikke fa kun én lgsning! To plan kan ikke skjaere hverandre i bare
ett punkt.

e Tre likninger med tre variable: Geometrisk lgsningsmengde er skjee-

ringspunktene mellom tre plan i rommet:

(d)

(h)

(Ilustrasjon hentet fra “Elementary linear algebra”, H. Anton, Wiley 1991)

12



a) Tre parallelle plan. Ingen lgsning (ingen felles punkter).
b) To parallelle plan og et skjaerende tredje plan.
Ingen lgsning (ingen felles punkter).
c) Tre plan uten felles skjeeringspunkter.
Ingen lgsning (ingen felles punkter).
d) Tre sammenfallende plan.
Uendelig mange lgsninger (et felles plan).
e) Tre plan som skjerer i en felles rett linje.
Uendelig mange lgsninger (en felles rett linje).
f) Tre plan som skjeerer i ett punkt.
En Igsning (ett felles punkt).
g) Et plan parallelt med to sammenfallende plan.
Ingen lgsning (ingen felles punkter).
h) To sammenfallende plan og et skjerende tredje plan.

Uendelig mange lgsninger (en felles rett linje).

e Dere ma gjerne utforske fire likninger med tre variable, fem likninger med

tre variable osv.!

1.6 Et viktig resultat

Vi kan oppsummere observasjonene vare i et viktig resultat:

Teorem 1.12 FEt linecert likningssystem har enten ingen, én eller uendelig

mange lgsninger.

Bevis: |skisse| Et linezert likningssystem kan ha enten ingen, én eller flere enn
én lgsning. Vi ma vise at hvis vi har mer enn én lgsning, sa far vi uendelig
mange lgsninger (og ikke bare to eller tre).

Vi har et system av lineaere likninger, og geometrisk ser vi at lineaere figu-
rer alltid vil skjeere hverandre ingen, én eller uendelig mange ganger —siden
de ikke har noen krumning. (Hvis for eksempel to linjer skjzerer hverandre i

to punkter, mé de falle sammen i alle punkter.)

13



Algebraisk blir beviset mest elegant nar vi har innfert matriser, for da far

vi en ryddig mate a holde orden pa alle likningene og variablene. UJ

14



Kapittel 2
Matriser

I dette kapittelet skal vi studerer noen nye matematiske objekter kalt matri-

ser. Disse kan blant annet brukes for a lgse lineare likningssystemer.

2.1 Definisjoner og regneoperasjoner

Definisjon 2.1 En matrise av tall er en rektanguler tabell av tall. Tallene
som forekommer ¢ matrisen kalles komponentene til matrisen. Vi bruker ofte

firkant-parenteser rundt en matrise, som gjerne betegnes med stor bokstav.

Eksempel 2.2 Matrisen A gitt ved

A:713
4 21

har komponenter 7,1,3,4,2 og 1. |

Vi skal na laere a regne med matriser. Da legger vi forst merke til at
matriser kan variere i stgrrelse. Sterrelsen til en matrise angis ved a si hvor
mange rader (horisontale linjer) og hvor mange kolonner (vertikale linjer)

matrisen har. Vi skriver stgrrelsen som
(antall rader) x (antall kolonner).

Matrisen A i Eksempel 2.2 er en 2 x 3-matrise.

15



Bemerkning 2.3 Gulliksen bruker "linjer’ og ’sgyler’ for rader og kolonner.

Posisjonen til en komponent kan dermed angis ved & si hvilken rad og
hvilken kolonne den star i (alltid rad ferst). I Eksempel 2.2 har tallet 2
posisjon (2,2) og tallet 4 har posisjon (2,1).

Generelt kan vi skrive en m x n-matrise (subscriptene gir posisjon):

ay; Q12 - Qin
Q21 Q22 -+ Q2p

A= | . . = [ay]
Am1 Am2 - Omp

To matriser er like hvis de har samme stgrrelse og hvis de er komponentvis

like (alle komponentene ma vaere like og sta pa samme plass i de to matrisene).

Definisjon 2.4 (Addisjon av matriser) La A og B veere to matriser av
samme storrelse. Vi definerer summen A + B til d vere matrisen vi far ved

a addere komponentuis, dvs.

[ aix a2 - QAip bii bz - by
A+ B - G?l 0?2 G?n n bar  bay - by
| Gm1 Gm2 - (Qmn bml bm? U bmn

[ ay +bnn aip+big - a, + 01,

B as; +bay  ag +bey - ag, + by

| Gm1 + bml Am2 + bm? Tt Qpp T bmn

Matriser av ulik stprrelse kan ikke adderes.

Definisjon 2.5 (Multiplikasjon med et tall) La A vere en matrise og
c et reelt tall. Produktet cA er matrisen vi far ved d multiplisere hver av

komponentene © A med c.

Subtraksjon av matriser defineres dermed tilsvarende som for addisjon; vi

subtraherer komponentvis, sa lenge matrisene har lik stgrrelse.
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Eksempel 2.6

4 12 3 6 1
1 0 7|-3 4 10
|2 11 0 | 11 3
[4 12 3] 6 18 3
= |1 0 7|-13 12 30
|2 11 0 | 3 3 9
[4-6 12—-18 3-3 -2 —6 0
= | 1-3 0-12 7-30|=| -2 —-12 —-23
| 2-3 11-3 0-9 -1 8 -9

Det neste blir na & definere multiplikasjon av matriser. Definisjonen kan

nok virke noe merkelig ved forste gyekast, men den er meget hensiktsmessig

(som alt annet i matematikken). La oss forst se pa et eksempel:

Eksempel 2.7 Det er mange mobilabonnementer & velge mellom idag. Ta-

bell 1 nedenfor viser prisene pa to av Telenors abonnementer (pr. 2. januar

2006). T tabell 2 har jeg fylt inn noen tall (basert pa ca. gjennomsnittsbruk

av mobiltelefon i 6 méaneder for ungdom i Norge??)

Tabellene kan oppfattes som matriser, og vi ser at jeg har laget dem slik at

kolonnene i tabell 1 hgrer naturlig til radene i tabell 2.

Maneds-

Minutt- Minutt- Pris per Pris per

Tabell 1 | Tons™ | ool | oliiiin | sMs™ | anis
e 1 299,00 | 1,39 1,99 | 0,00 0,00*
djuice
fodet 0,00 | 1,99 399 | 0,69 1,9
minibank/
med ladekort
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Tabell 2 Erik Amandip Steffen Dag

Antall 6 6 6 6

méneder

all 2673 1876 9457 9394

til mobil

all 455 504 341 876

til fasttelefon

Aslll\%l 1042 1361 1402 1236
%ﬁ%l 0 0 35 5)

Tabell 1 gir opphav til matrisen

299,00 1,39 2,99 0,00 0,00
0,00 1,99 3,99 0,60 1,99

og tabell 2 gir opphav til matrisen

6 6 6 6
2673 1876 2457 2324
B=| 455 504 341 876
1042 1361 1402 1236

0 0 35 5

Hvis vi na gnsker en tabell over hvor mye Erik, Amandip, Steffen og Dag ma
betale for hvert av de to abonnementene i 6 maneder, gitt bruken i tabell
2, slar vi sammen de to tabellene. For eksempel for Erik og djuice nonstop:
299,00-6+41,39-2673+42,99-455+0,00-1042 + 0,00 - 0 = 6870. Dette blir

tabellen (avrundet til hele kroner):
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Tabell 3 Erik | Amandip | Steffen Dag

djuice 6870 5909 | 6229 | 7644

nonstop

djuice
kontant

ladet i 7854 6683 | 7287 | 8983

minibank/
med ladekort

Tabell 3 gir opphav til matrisen som vil veere produktet AB! |

Definisjon 2.8 (Multiplikasjon av matriser) La A vere en mXr-matrise
og B en s x n-matrise. Produktet AB er kun definert nar r = s, dvs. nar A
har like mange kolonner som B har rader. Nar r = s definerer vi produktet

AB til a veere folgende matrise:

Stgrrelse AB blir en m x n matrise (den far altsd like mange rader som A

og like mange kolonner som B)

Komponenter for d finne komponenten i rad i og kolonne j til matrisen
AB, multipliserer vi komponentene i rad i fra A og kolonne j fra B
komponentvis og adderer disse produktene, dvs. vi tar prikkproduktet av

rad i 1 A og kolonne j i B.

Puhh... Det hele blir mye klarere med et eksempel (og se gjerne pa Eksempel
2.7 en gang til):

Eksempel 2.9

3 8 !

24 7| | L [ 2312470 2844547 14

106 | 1-340-1246-9 1-8+0-5+6-14
~ [6+48+63 16+20+98] [117 134
| 3+0+54 84+0+84 | | 57 92

Vi ser at produktet av en 2x 3-matrise og en 3 X 2-matrise blir en 2 X 2-matrise.
|

Pa forelesning vil dere fa en alternativ metode/huskeregel for & multipli-

sere matriser.
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2.2 Regneregler og noen spesielle matriser

Noen spesielle matriser som har egne navn:

Nullmatrise er en matrise der alle komponentene er 0 (den kan variere i

sterrelse, men alle nullmatriser skrives med 0).
Kvadratisk matrise er en matrise der antall rader er lik antall kolonner.

Diagonal matrise er en kvadratisk matrise der alle komponentene utenfor

diagonalen (fra venstre gvre hjgrne ned til hgyre nedre hjorne) er null.

Identitetsmatrise er en diagonal matrise der alle komponentene pa diago-
nalen er 1. Vi skriver I, for identitetsmatrisen med n rader (og dermed

n kolonner) eller bare I nar stgrrelsen er underforstatt.

@vre triangulaer matrise er en kvadratisk matrise der alle komponentene

under diagonalen er null.

Nedre triangulaer matrise er en kvadratisk matrise der alle komponente-

ne over diagonalen er null.

Vi skal na skrive opp endel regneregler for matriser. De er nesten de
samme som for reelle tall, men med et meget viktig unntak: multiplikasjon
av matriser er ikke en kommutativ operasjon, dvs. AB er nesten aldri lik
BA. Vi legger ogsa merke til at nullmatrisen vil spille rollen til tallet 0, og

identitetsmatrisen vil spille rollen til tallet 1.

Teorem 2.10 (Regneregler) Anta at storrelsen pda matrisene er slik at ope-
rasjonene som forekommer nedenfor er definert, og la sma bokstaver star for

reelle tall. Da er folgende regler oppfylt:
o A+ B = B+ A (addisjon er kommutativ)
e A+ (B+C)=(A+ B)+C (addisjon er assosiativ)
e A+0=0+ A=A (nullmatrisen er nullelementet)
e A— A=0 (additiv invers)
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o A(BC) = (AB)C (multiplikasjon er assosiativ)

o Al = TA = A (identitetsmatrisen er identitetselementet)

e A(B+ (C)) = AB + BC (multiplikasjon distribuerer over addisjon)
e (B+C)A=BA+CA

e a(B+C)=aB+aC

o (a+b)C=0aC+0bC

e a(bC) = (ab)C

e a(BC) = (aB)C = B(aC)

2.3 Determinanten til en matrise

Determinanten til en matrise er et tall som kan regnes ut fra matrisen. Vi
skal fa god bruk for determinanten litt senere (og senere i MAT1000), sa la
oss forst se hvordan vi kan regne ut dette tallet.

For det fgrste: for a kunne regne ut determinanten til en matrise, ma
matrisen veere kvadratisk, sa vi starter med en 1 X 1-matrise. Dette er bare
et tall og determinanten til et tall gnsker vi at bare skal vaere tallet selv. Vi
far altsa ikke noe nytt.

Hva nar matrisen er 2 x 27

Definisjon 2.11 (Determinanten til en 2 x 2-matrise) La A vere ma-

11 Q12
Q21 A22

Vi definerer determinanten til A som tallet aj1ass — as1a12. Determinanten

trisen

A=

skrives gjerne det(A), og en annen skrivemdte er G erstatte matriseparente-
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sene med vertikale streker. Vi har altsa:

det(A) = R 11022 — A21012.
Q21 (22
Eksempel 2.12
12 3
) =12-1-2-3=6.

Vi kan definere determinanten til en n x n-matrise der n > 3 ogsa:

Definisjon 2.13 (Determinanten til en n X n-matrise)

a;y; Qa2 apz -+ Qip
Ag1 Q22 Q23 -+  Q2p
det | asz1 aszx azz - azy
Am1 Am2 QAm3  * Amn
= a1 det M1 — a12 det M2 + a13 det M3 — 4 (—1)"+1a1n det Mn

der M; er den (n—1) x (n— 1)-matrisen som fremkommer ndr vi stryker rad

1 og kolonne i.

Eksempel 2.14

123 A2 3 A 2 3 A 2 3
4 56| =145 6|—2-14 5 6|+3-14 5 f
789 7 8 9 7 8 9 7 8 P
_ 56|, |40 45
B 8 9 79 78

= 1(5-9-8-6)—2(4-9—7-6)+3(4-8—7-5)
= 1(45 — 48) — 2(36 — 42) + 3(32 — 35)

= 1-(=3)—2-(=6)+3-(=3)

= 0.
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Pa forelesning vil dere fa en alternativ metode for a regne ut 3 x 3-

determinanter.

2.4 Likninger

Hva hvis vi na vil lgse likninger med matriser??

1 1
Eksempel 2.15 “Jeg tenker pa en matrise slik at L1 ganger matri-

sen er lik 5 | Hvilken matrise tenker jeg pa?”

Na er den ukjente en matrise, og det forste vi ma gjore er a finne stgrrelsen
pa den. Siden vi skal gange med en 2 X 2-matrise og fa en 2 x 1-matrise, ma
den ukjente veere en 2 X 1-matrise, og vi kaller de ukjente komponentene x

og y. Oversetter vi problemet til matematikk, far vi dermed likningen

BIae

Hvis vi multipliserer ut venstresiden far vi

:[628]_

Vi vet at to matriser er like nar komponentene er like, dvs. vi far likningssy-

r+y
r—y

stemet

r+y = 68
rT—y = 2

Virker det kjent? Ta en titt pa Eksempel 1.9. Matrisen jeg tenker pa er altsa
matrisen med Haakon og Méarthas aldre. Hvordan vi finner denne matrisen

skal vi leere i neste kapittel. |
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En likning av matriser av tilsvarende type som i dette eksempelet gir altsa
opphav til de kjente lineare likningssystemene fra Kapittel 1!

Og hvis vi starter med et linesert likningssystem, sa kan vi sette opp en
likning av matriser (bare jobb motsatt vei i eksempelet ovenfor for eksempel).
Det viser seg at ved a jobbe med matrisen, far vi en veldig ryddig mate a

lgse likningssystemer pa. Nettopp dette skal vi altsa gjgre i neste kapittel.
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Kapittel 3

Lineaere likningssystemer og

matriser

Na skal vi sette sammen Kapittel 1 og 2:

3.1 Den utvidede matrisen til et likningssystem

Vi starter med et linezert likningssystem med m likninger og n ukjente:

a11r1 + a9 + -+ - + a1y, = bl
(2171 + Q22X + - -+ + A2, Ty = by

(3.1)
Am1T1 + A2 Lo + -+ + QG Ty, = bm

Ved a bruke definisjonen av produkt av matriser, kan dette systemet skrives

(se ogsé Eksempel 2.15):

aix a2 - QAip X1 by
Q21 Q22 +++  Q2p X2 by

= (3.2)
Am1 Qm2 - Amn T, bm

Likningen (3.2) er likningssystemet (3.1) pa matriseform.
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La A veere matrisen med a;j-ene, X matrisen med x;-ene og B vaere

matrisen med b;-ene. Da kan (3.2) skrives
AX = B,

som er en likning med matriser.

Definisjon 3.1 Vi kaller matrisen A ovenfor for koeffisientmatrisen til lik-
ningssystemet (3.1), mens matrisen [ A B ] kalles den utvidede matrisen

til likningssystemet.

Nar vi na skal 1gse lineaere likningssystemer, skal vi jobbe med den utvi-

dede matrisen til systemet.

Eksempel 3.2 Den utvidede matrisen til likningssystemet

Ll AT e R 2333 =9
Lo : 221 +4x9 — 323 =
Lg : 31’1 + 6552 - 5.’L’3 = 0

er matrisen

11 2 9
2 4 31
36 =5 0

3.2 Radoperasjoner

Vi gnsker & lgse generelle lineaere likningssystemer. Vi kjgrer fglgende stra-
tegi: Vi bytter ut systemet med et annet system som har samme lgsnings-
mengde, men som er lettere a lgse! Det hgres jo ikke sa dumt ut.

Nar vi lgste likningssystemer i Kapittel 1, jobbet vi med likningene (vi
adderte dem og multipliserte dem med tall). Na skal vi altsa jobbe med den

utvidede matrisen isteden. Dvs. at

ordet 'likning’ erstattes av ordet 'rad’.
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Nar vi na skal bytte ut systemet med et annet er det tre typer operasjoner

vi skal bruke:

1) Multiplisere en rad med en konstant # 0.
2) Bytte om to rader.

3) Legge til et multiplum av en rad til en annen.

Disse operasjonene er nemlig mulig & gjgre uten at lgsningsmengden til lik-
ningssystemet forandres!

Vi viser strategien forst ved et eksempel:

Eksempel 3.3 Vi vil lgse likningssystemet i Eksempel 3.2, og tar for oss
den utvidede matrisen vi fant der (forste gang vi gjor dette lgnner det seg a
ha likningssystemet ved siden av seg):

Vi har matrisen

11 2 9
24 =31
36 =5 0

Kall radene i matrisen for Ry, Ry og Rs3. Det forste vi gnsker er a fa 0 i
posisjonene (2,1) og (3,1) (dette tilsvarer a eliminere x; fra likning Ly og
Ls). Det far vi til ved & bruke operasjon 3) ovenfor: vi legger (—2) - Ry til Ry
og legger (—3) - Ry til R3. Da blir matrisen hetende

11 2 9
02 -7 17
0 3 —11 =27

Hvis vi ser pa hva som har skjedd i likningssystemet, sa har L, og L3 na kun
to ukjente hver.
Vi vil na eliminere x5 fra L3, dvs. vi vil ha 0 i posisjon (3,2). Dette far vi

til ved forst & multiplisere Ry med 1 (bruker operasjon 1)):

11 2 9

7 7
01 -5 -5
03 —11 —27



og deretter legge (—3) - Ry til Rj:

11 2 9

v 17
01 = =5 |
00 1 3

og L3 sier na at x3 = 3!
Dermed gjenstar a finne x; og xs. Pa matriseniva gjgres dette ved & fa 0 i
posisjonene (1,2), (1,3) og (2,3), og det far vi til ved a legge (—1) - Ry til Ry:

11 35

v 17
01 = =5 |
00 1 3

og tilslutt legge (—1—21) - R3 til Ry og (g) - R3 til Ry:

o O =
o = O
N

og da sier Ly at ©; = 1, Ly sier at x9 = 2, og L3 altsa at x3 = 3, og vi har

lgst likningssystemet vart. |

28



3.3 Redusert trappeform

Vi lgste altsa likningssystemet i forrige eksempel ved a redusere den utvidede

matrisen ned til matrisen

(3.3)

o O =
o = O
- © ©

der vi kan lese av lgsningen. Dette er et eksempel pa en matrise som er pa

redusert trappeform:

Definisjon 3.4 En matrise er pd trappeform hvis 1)-8) nedenfor er oppfylt.
Huvis i tillegg vi har oppfylt punkt 4) nedenfor, sier vi at matrisen er pa

redusert trappeform.

1) Hvis en rad ikke bare bestar av 0-ere, si er forste tallet i raden som er
forskjellig fra 0 lik 1 (denne 1-eren kalles en ledende 1-er, og i matrisen

ovenfor har jeg streket under de ledende 1-erne).

2) Huis det fins rader som bare bestdr av 0-ere, sd er de gruppert i bunnen

av matrisen.

3) For hvert par av rader som ligger under hverandre og som ikke bare bestar
av O-ere, skal den ledende 1-eren 1 den nederste av de to radene vere

lengre til hoyre enn den ledende 1-eren i raden over (derav ordet trapp).

4) Hver kolonne som inneholder en ledende 1-er har 0 overalt ellers.

Eksempel 3.5 Matrisen

01530
00120 (3.4)
00001

er pa trappeform, men ikke redusert trappeform (overbevis deg selv, og finn

trappen). |

29



Nar den utvidede matrisen til et linesert likningssystem er redusert til
redusert trappeform, kan vi lese av lgsningen til likningssystemet (ogsa nar
vi har trappeform, men da ma vi gjore noen ekstra regninger). Vi har sett
at et lineeert likningssystem kan veere inkonsistent (dvs. gir ikke mening og
har ingen lgsning) eller konsistent (med ngyaktig én eller uendelig mange
lgsninger).

Hvordan kan vi se hvor mange lgsninger vi har fra den reduserte trappe-

formen?

En lgsning Den reduserte trappeformen vil vaere som i eksempelet (3.3),

der vi fikk identitetsmatrisen pluss en kolonne til hgyre.

Ingen lgsning I den reduserte trappeformen vil vi fa en rad som bestar av
bare O-ere, bortsett fra det siste tallet i raden, som er forskjellig fra 0,
slik som nederste rad i (3.4). En slik rad vil svare til likningen “O=et

tall forskjellig fra 0”7, som jo betyr at systemet er inkonsistent.

Uendelig mange lgsninger Som vi sa i Kapittel 1, vil vi fa inn parame-
tere her nar vi presenterer lgsningen. Dette kan vi se fra den reduserte
trappeformen siden i dette tilfellet vil vi fa faerre ledende 1-ere enn ko-
lonner i koeffisientmatrisen (som er antall ukjente). For eksempel hvis

vi har redusert en utvidet matrise til

o O =
o = O
_ o O
SN W
—_

ser vi at vi har 3 likninger (antall rader), 4 ukjente (antall kolonner i
koeffisientmatrisen) og vi har 3 ledende 1-ere. Denne matrisen tilsvarer
systemet
T + 34 = —4
To + 2x4 =

r3 + 6xy = 2.

Vi ser at variablene x1,z5 og x3 svarer til de ledende 1-erne. Disse

kalles derfor ledende variable. Variablene som ikke svarer til ledende
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1-ere kalles frie variable (her: z4), nettopp fordi de er frie og kan velges
til hva som helst. Vi innfgrer dermed parametere for de frie variablene.

Antall parametere vi trenger gir oss dimensjonen til lgsningsmengden.

Hvis vi innfgrer en parameter for x4 i vart eksempel, kan vi finne uttrykk

for de andre variablene, og fa lgsninger:

Ty = t

T, = —4-—3t
To = 1—2t
r3 = 2 — 6t

og i Kapittel 1 ble lgsningene dermed presentert som
(.1'1, Za, 1'3,1'4) = {(—4 — 3t, 1-— 2t, 2 — 6t,t>‘t S R}

Na som vi har leert om matriser kan vi ogsa presentere lgsningene som

1 —4 — 3t —4 -3

1—2t 1 -2
S - = + t, teR
Ty t 0 1

Vi har én parameter, sa lgsningsmengden er 1-dimensjonal (en linje i

R...).

3.4 Gauss-Jordan eliminasjon

Vi har na sett hvordan vi kan lgse lineare likningssystemer nar vi har den ut-
videde matrisen pa redusert trappeform. Vi skal na gi oppskriften for a redu-
sere en matrise til trappeform (kalt Gauss-eliminasjon) og videre til redusert
trappeform (kalt Gauss-Jordan eliminasjon). Vi fulgte metoden i Eksempel

3.3, sa ta en titt pa det igjen, helst mens du leser oppskriften.
Redusere en matrise til trappeform 1) (Ta 500 g hvetemel...) Finn fors-
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te kolonne (fra venstre) som ikke bare har 0-ere.

2) Hvis kolonnen du fant i 1) har 0 i ferste rad, bytt forste rad med
en annen rad slik at komponenten i fgrste rad i kolonnen fra 1) er

forskjellig fra 0.

3) La a veere komponenten i forste rad i kolonnen fra 1). Multipliser

forste rad med % for a lage en ledende 1-er.

4) Legg til passende multipler av fgrste rad til radene under slik at

komponentene under den ledende 1-eren blir 0.
5) Dekk over forste rad og start pa 1) med undermatrisen som gjenstar.

Fortsett slik til du har fatt hele matrisen pa trappeform.

og redusert trappeform 6) Start fra bunnen av matrisen med fgrste rad
nedenfra som ikke bare har O-ere, og jobb oppover rad for rad: For
hver rad, legg til passende multipler av raden til radene ovenfor

for & fa 0-ere over de ledende 1-erne.

For hver gang vi gjor noe med matrisen pleier vi a skrive symbolet ~, og

gjerne hva vi har gjort.

Eksempel 3.6 Reduseringen av matrisen i Eksempel 3.3 kan dermed regnes
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slik:

(SIS
(%
)

—2-R3

—%-RgtﬂRl
T.RstilR,
~Y

S =~

2

-3 1
-5 0

|
NO~1

—2.R til R, 11 2 9

B VLl IV B ST
0 3 —11 —27
9 [z
17 | —3RbilRs 7 17
—% ~ 01 — -3
1 3
—27 00 -1 -3
9 10 4
17 | —1-Rotilry 1 27 217
Pl ~ 01 -3 -3
3 00 1 3

3.5 Et nyttig resultat...

...eller hva sier du om fglgende resultat, na nar du har regnet deg svett i
lgpet av helgen? Det viser seg nemlig at determinanten (som vi laerte & regne
ut i Seksjon 2.3) til koeffisientmatrisen til likningssystemet sier oss noe om
hvor mange lgsninger systemet har. (Noen ganger er vi bare interessert i hvor

mange lgsninger vi har, og ikke ngdvendigvis sa interessert i a finne dem.)

Teorem 3.7 Anta at vi har et lineert likningssystem med n likninger og n

ukjente, og la A veere koeffisientmatrisen til systemet.

Hvis det(A) # 0 , har likningssystemet noyaktig én lgsning.

Hvis det(A) =0 , har likningssystemet enten ingen eller uendelig mange

lgsninger.
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Resultatet er litt vanskelig & bevise, men du far lov til a4 bruke det allikevel.

Prgv det ut pa noen av oppgavene du allerede har regnet og se at det stemmer!

3.6 Konklusjon

Nar dere kommer til kapittel 10 i Gulliksen (nar eksamen nzermer seg) vil
dere laere noen flere anvendelser og blant annet regne flere tekstoppgaver
i dette stoffet, og med denne helgen som basis er dere meget godt rustet.

Fortsatt lykke til med semesteret!

34



Tillegg A
Oppgaver

Oppgave 1. Avgjor om likningene nedenfor er linezere likninger i x1, x5 og

x3. Gi en kort begrunnelse.

a) 371—7T.T2+§333:1
b) 3x; —xy+ bxg =14
c) a2 —4xz5=0

d) Txy —x9+ 323 =¢3

24$1 — T3 = 5

D
~—

Oppgave 2. Lgs fplgende likningssystemer:
a) Ly: Tx —5y =3

b) Lli 31’1—5$Q+4$3:7

c)
Li: xy+ay+2x3=28
Ly: —x1—2x5+3x3=1
Ls: 3x1— Txy+ 423 =10

Ly: 22 —3y=-2
Ly: 2x+y=1
Ls: 3x+2y=1
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Lll
LQI
L32

21‘1 —+ 233'2 + 21’3 =0
8x1 + 19 + 43 = —1

rT—y+2z—w=-1
20 +y — 22 — 2w = =2
—r+2y—4z4+w=1
3z — 3w = -3

Oppgave 3. Gjor rede for de geometriske fenomenene som kan forekomme

nar vi har et system av tre likninger med to variable. For hvert fenomen,

skriv ned hvor mange lgsninger systemet har.

Oppgave 4. Gi eksempler pa to likninger i to variable som har a) ingen, b)

én og ¢) uendelig mange lgsninger.

Oppgave 5. Er lang. Spar den gjerne til lgrdagskvelden. (Basert pa

oppgave 1.1 i “Visuelle perspektiv Linezralgebra”, R. Rinvold).

I denne oppgaven skal vi se pa et likningssystem med tre likninger i tre

variable, og se hva som skjer algebraisk nar vi flytter oss mellom noen av de

geometriske mulighetene vi har. Illustrasjonene refererer til illustrasjonene

a)-h) pa tegningen i Seksjon 1.5.

Vi har gitt likningssystemet L:

Ly: z4+4y—22=1
Ly: x—y+2z=1
Ls: 2043y —2z=2.

a) Los systemet L bade med substitusjonsmetoden og addisjonsmetoden.
b) Bruk a) til & finne en lgsning av L for 1) x = 10 og 2) z = 5.

c¢) Hvilken av illustrasjonene a)-h) illustrerer det geometriske fenomenet som

tilsvarer situasjonen for likningssystemet L best? Begrunn svaret.
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d) Hva skjer med lgsningen(e) til L nar 2 pa hgyresiden i L3 byttes ut med
37 Hvilken av illustrasjonene a)-h) har vi na?

e) For a fa akkurat én lgsning av L (illustrasjon f)), ma vi endre pa ven-
stresiden i likningene i L. Forsgk a endre pa koeffisienten til x i L3. Lgs
likningssystemet du da far. Forklar algebraisk og geometrisk hva som skjer.
f) Vi har na sett konkrete eksempler pa tre av illustrasjonene a)-h). For hver
av de resterende illustrasjonene, la L, vaere uforandret, og forandre pa Lo
og/eller Ls slik at vi far likningssystemer som gir eksempler pa disse illustra-

sjonene ogsa.

Oppgave 6. La A, B,C, D og E vere folgende matriser:

Lo 3 1
A: 2 3 y B:[ ]7 O:
7 2
6 1

og I =

(=22 SN0 o}
S O W

o O O
[ R G—
IS IS

a) Hva er stgrrelsene pa matrisene A, B,C, D og E?
b) For hvert av de fglgende matriseuttrykkene, avgjor om uttrykket er defi-

nert. Begrunn svaret. For de uttrykkene som er definert, regn ut uttrykket.

1) AB

2) AB+C

3) 3E

4) DA-B

5) BD+ A

6) ABD +2CE

Oppgave 7. Nar vi for eksempel regner ut “3 -5+ 4 - 67, ma vi utfgre to
multiplikasjoner og én addisjon.

La A veere en m X n matrise og B vaere en n X p matrise. Hvor mange
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multiplikasjoner og hvor mange addisjoner ma vi utfgre for & regne ut ma-
triseproduktet AB?

Oppgave 8. Finn 2 x 2 matriser A og B slik at

(A+ B)* # A* +2AB + B*.

Oppgave 9. Regn ut determinantene

3 5
a)
-2 4
-5 6
b)
-7 =2
-2 1 4
¢)| 3 5 =T
1 6 2
2 3 4 6
2 0 -9 6
d)
4 1 0 2
01 -1 0

Oppgave 10. Vis at produktet av to diagonale n X n matriser er en diagonal

n X n matrise. Lag en regel for a multiplisere diagonale matriser.

Oppgave 11. Vis at hvis begge produktene AB og BA er definerte, sa er
AB og BA kvadratiske matriser.

Oppgave 12. Vis sa mange av reglene i Teorem 2.10 som du har lyst til.
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(Kvelden er lang.) Ikke fasit her, men spgr heller.

Oppgave 13. a) For hver av matrisene nedenfor, avgjgr om matrisen er pa

trappeform og /eller redusert trappeform. Begrunn kort.

(10 5 3
1)
016 1
[ 0
2) 1
I 05
(1305 0
00110
3)
00001
(00000
(1 3 0
4)
10 2
(17 =200 3
00 1 16 6
5)
00 0 013
00 0 000

b) Sett opp et likningssystem som har 5) som utvidet matrise. Lgs liknings-

systemet.

¢) Forklar folgende pastand: Hvis A er en kvadratisk n x n matrise pa redusert
trappeform uten noen rader med bare 0-ere, sa er A = I, (identitetsmatri-
sen).

Oppgave 14. a) Lgs likningssystemene i oppgave 2 ¢)-f) med Gauss-eliminasjon.
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b) Los folgende likningssystemer med Gauss-Jordan eliminasjon.

1) 31 + 229 — a3 = —15
5r1 + 3z9 + 223 = 0

3r1 + o + 3x3 = 11

—6x7 — 4re + 223 = 30

2) 4[[’1 - 81’2 = 12
31’1 — 6.T2 = 9
—2.%‘1 -+ 4.1'2 = —6

Oppgave 15. For hvilke verdier av a har fglgende likningssystem ingen lgs-
ning? Ngyaktig én lgsning? Uendelig mange lgsninger?

x+2y—3z = 4
3r —y+ 5z = 2
dr+y+(a®>—14)z = a+2

Oppgave 16. a) La n vare et naurlig tall. Lgs likningssystemet

r+y+z=24
{ Sr+3y+z=n }

b) Under OL i Torino i ar ble det arrangert diverse lokale tippekonkurranser.
Her er én variant: 24 gvelser ble plukket ut der man skulle tippe vinneren i
hver av gvelsene. Man fikk 5 poeng hvis den man tippet tok gull i gvelsen, 3
poeng hvis tipset tok sglv, og 1 poeng hvis tipset tok bronse. Hvis den man
tippet ikke tok medalje ble det 0 poeng. Vi antar at alle tipperne hadde litt
peiling /flaks, slik at ingen fikk totalt 0 poeng.

Ragnar og Elisabeth var to av tipperne. Ragnar endte opp med 82 poeng,
mens Elisabeth fikk 64 poeng. Det viste seg at blant Elisabeth sine tips var

det like mange gull som antall sglv hos Ragnars tips, like mange sglv som
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antall bronse hos Ragnars tips, og like mange bronse som antall gull hos
Ragnars tips! Hvordan fordelte henholdsvis Elisabeth og Ragnar sine tips

seg pa antall gull-, sglv- og bronsemedaljer?
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Tillegg B

Fasit

Oppgave 1. Begrunn. (Nar man kun bruker definisjonen i begrunnelsen, kan
man etterhvert si 'per definisjon er dette en linezr likning’. Det er imidlertid
alltid nyttig & minne seg selv pa hva definisjonen man bruker sier!)

a) Lineer.(a; =1,a3 = —m,a3 = 3,b=1)

b) Lineer.(a; =2,a3 = —1,a3 =5,b=0)

¢) Ikke linezer. Vi har leddet 2% som ikke er pa formen

‘a1x1 for ay en reell konstant’.
d) Linezr.(a; = 7,05 = —1,a3 = 3,b = &%)
e) Ikke linezer. Leddet zox3 er ikke pa formen ’a;x; for a; en

reell konstant og x; en variabel’.

Oppgave 2.

a) (2,9) = {(2 + 25, 9)]s € B}

b) (@1, 22,23) = {(3s — 3t + L,s,t)|s,t € R}

¢) (z1,x2,23) = (3,1,2)

d) Inkonsistent system, dvs. ingen lgsninger.
) (@1, 22, 23) = {(—% — 2¢,1 — 3¢, 1)t € R}

) (z,y,z,w) ={(s — 1,2r,r,s)|s,r € R}

[¢]

f

Oppgave 3. Tre likninger med to variable gir tre linjer i planet. Vi kan ha
ingen lgsning, dvs. linjene har ingen felles skjeringspunkter (alle tre linjene

er parallelle og ikke sammenfallende, ngyaktig to av linjene er parallelle og
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ikke sammenfallende, ngyaktig to sammenfallende linjer og den tredje pa-
rallell til disse, eller linjene “lager en trekant”), én lgsning, dvs. ett felles
skjeeringspunkt (ngyaktig to sammenfallende linjer og den tredje skjaerer, el-
ler tre ikke-sammenfallende linjer som skjaerer i ett punkt), eller uendelig

mange lgsninger (tre sammenfallende linjer).

Oppgave 4.

a) ingen: Ly : x +y = 5 og Ly : © +y = 10 (parallelle linjer siden samme
stigningstall)

b)én: Ly : x+y=>5o0g Ly : 2x 4+ y = 5 (forandrer stigningstallet: linjene far
ett skjeeringspunkt)

c¢) uendelig: Ly : z +y =5 og Ly : 2x 4+ 2y = 10 (sammenfallende linjer)

Oppgave 5.

a) Substitusjonsmetoden: Substituerer x =14y — z (fra L) som gir

satt inni Ly: 5y —32=0
satt inni Lg: by —3z2=0

dvs, y = gz Vi kan na uttrykke lgsningsmengden til L med en parameter ¢:

=1
z = gt
_ 54 _ 2
r= 1+t—3t=1-3t.

Dette gir en linje i rommet, altsa uendelig mange lgsninger (¢ varierer). Obs.:
Det fins flere parameterfremstillinger for denne linjen.
Eliminasjonsmetoden: Vi eliminerer = ved a trekke Ly fra L;, som gir liknin-
gen b5y — 3z = 0. Videre eliminerer vi x ved & regne ut L3 — 2Ly, som ogsa
gir likningen 5y — 3z = 0. Dette gir samme parameterlgsning som substitu-
sjonsmetoden.

b) Vi finner hva parameteren ¢t ma vare i de to tilfellene (har du brukt en

annen parameterfremstilling i a), far du en annen ¢-verdi, men z, y og z skal
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bli de samme som nedenfor):

Nr=10: t=-2 siy=-% =8
2)z=5: t=3, say=3x=-1

¢) Likningene L; og Lo gir to plan som skjarer hverandre i en rett linje [
(siden likningene sier at planene hverken er parallelle eller sammenfallende).
Videre har vi sett i a) at lgsningsmengden til L er en linje, s& det tredje
planet (fra likningen L3) ma skjaere de andre planene i [, dvs. illustrasjon e).
d) Algebraisk: Nar vi legger sammen L, og Lo, far vi 2z + 3y — 2 = 2. Den
nye L3 gir likningen 2z + 3y — 2 = 3. Dermed far det nye likningssettet ingen
lgsning (ved a trekke disse likningene fra hverandre far vi “0 = —17, som ikke
er mulig).

Geometrisk: Planet tilsvarende den nye L3 er en parallellforskyvning av pla-
net tilsvarende (gamle) Lg, slik at det nye planet ikke treffer linjen der planene
tilsvarende L og Lo skjeerer hverandre, altsa illustrasjon c).

e) For eksempel: Sett koeffisienten til z i Lg lik 1.

Algebraisk: Ly — Ly gir likningen 5y — 3z = 0 og Ly — L3 (med 1lx) gir na

likningen —4y + 2z = —1. Nar vi Igser disse to likningene for y og 2z og setter
5
5.
Geometrisk: Planet til likningen vi forandrer (L3), “vippes” litt, slik at pla-

inn for z, gir dette én lgsning, nemlig punktet x =0,y = %, z=

nene kun far ett punkt felles, og vi gar fra illustrasjon e) til f) (men planene
trenger ikke vaere normalt pa hverandre, slik det kan se ut som de er i illus-

trasjon f)).

f) Husk at den generelle likningen for et plan i rommet er az + by + cz = d,
der vektoren (a, b, ¢) kalles normalvektoren til planet. Vi bruker at to plan er
parallelle hvis og bare hvis normalvektorene til planene er parallelle. Det er
flere lgsninger her, og nedenfor er det gitt ett mulig eksempel pa likningssett
tilhgrende hver av de resterende illustrasjonene:
[lustrasjon a):

Ly: z+4y—2z=1

Ly: 20 4+8y—42=5

Ly: x+4y —2z=3.
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[lustrasjon b):
Ly: x+4y—22=1
Ly: 2248y —42=5
Ls: 2043y —2z=2.

Mlustrasjon d):
Ly: x4+4y—2z=1
Lo: 2048y —4z=2
Ls: 3x+ 12y — 6z = 3.

Ilustrasjon g):
Ly: z4+4y—22=1
Ly: 20 +8y—4z=2
Lsy: 248y —4z=1.

[lustrasjon h):
Ly: x4+4y—2z=1
Ly: 2048y —4z=2
Ls: 2x43y—z=2.

Oppgave 6. a) Sterrelsen til en matrise: antall rader (horisontale linjer) x
antall kolonner (vertikale linjer). Aer 3x 2, Ber2x2, Cer3x3, Der2x3
og E er 3 x 3.

b)

1) Produktet av to matriser er definert hvis og bare hvis antall kolonner i
den fgrste matrisen er lik antall rader i den andre matrisen. Siden A har 2
kolonner og B har 2 rader, er produktet AB definert.

12 4
AB =27 8
25 8

2) Summen av to matriser er definert hvis og bare hvis matrisene har samme
stgrrelse. Siden AB har storrelse 3 x2 og C har storrelse 3 x 3, er ikke summen
AB + C definert.
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3) Et reelt tall multiplisert med en matrise er alltid definert, spesielt er 3F

definert.
27 3 6

=10 12 12
15 0 21

4) Produktet DA er definert siden D har like mange kolonner som A har
rader. DA blir en 2 x 2 matrise, og B er ogsa en 2 X 2 matrise. Dermed er

DA — B definert.
29 7
21 12 |

5) BD er en 2 x 3 matrise og A er en 3 X 2 matrise, dermed er ikke summen
BD + A definert.
6) AB er definert (og regnet ut i 1)) og blir 3 x 2, s& ABD blir 3 x 3. Matrisen

2C'E er ogsa 3 x 3, sa summen er definert.

DA —-B =

8 28 68 164 40 &4 172 68 152
ABD+2CE = | 16 59 151 | +| 100 10 34 | = | 116 69 185
16 57 141 178 60 170 194 117 311

Oppgave 7. For hver av komponentene i produktet AB ma vi utfere n
multiplikasjoner og n — 1 addisjoner. Siden AB har mp komponenter, ma vi

totalt utfore mpn multiplikasjoner og mp(n — 1) addisjoner.

Oppgave 8. Siden
(A+ B)? = A+ AB+ BA + B,

leter vi etter matriser A og B slik at AB # BA. Disse vil da gi eksempler pa

1 2 0 2
og B =
43] [2 1]

46

det vi gnsker. For eksempel:

A:




Oppgave 9. a) 22
b) 52

c) —65

d) 320

Oppgave 10. Vi regner ut produktet av to diagonale n x n matriser og ser

at produktet ogsa blir en n x n diagonal matrise:

aiy b1
ass 0 by 0
0 0

i nn brn

[ arbn
B agabyy 0
B 0

i b

Produktet av diagonale matriser blir en diagonal matrise der komponenten
i 7. rad og i. kolonne er produktet av de tilsvarende komponentene i faktor-

matrisene i produktet.

Oppgave 11. La A veere en m X s matrise og la B vaere en r X n matrise.
Siden AB er definert, er s = r og siden BA er definert, er n = m (eksempel:
Aer2x3og Ber3x2).

Produktet AB blir en m x n matrise og siden n = m blir den kvadratisk
(i eksempelet: AB er 2 x 2). Produktet BA blir en s X r matrise, og siden
s =, blir denne ogsa kvadratisk (i eksempelet: BA er 3 x 3).

Oppgave 13.
1) Er pa redusert trappeform (og dermed ogsa trappeform) siden vi har 0-ere

bade over og under de ledende 1-erne.
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2) Er ikke pa trappeform siden 1-eren i rad 3 star til venstre for 1-eren i rad
2 (bytte av rad 2 og 3 gir redusert trappeform).

3) Er pa redusert trappeform siden vi har O-ere bade over og under de ledende
1-erne.

4) Er ikke pa trappeform siden vi har tall forskjellig fra 0 under den ledende
l-eren irad 1.

5) Er pa trappeform siden vi har O-ere under de ledende 1-erne. Den er ikke
pa redusert trappeform siden vi har tall forskjellig fra 0 over to av de ledende

1-erne.

b) Likningssystem:

Ty + 7513'2 — 21’3 = 3
r3 + x4 + 65 = 6
ITs = 3

Vi ser at x1,x3 og x5 tilsvarer ledende 1-ere og er ledende variable, mens x5
og x4 er frie variable. Vi kan na innfeére parametere for de fri variablene og

substituere baklengs (eller bruke siste punkt i Gauss-Jordan eliminasjon):

To = t

Ty = S

r3 = 6—18—s=—-12—s

ry = 34+2(—12—5)—-Tt=-21—-25s—Tt

I5:3

Pa matriseform blir lgsningsmengden:

T [ —21 — 25— 7t ] —21 —7 -2

Ty t 0 1 0

r3 | = —12—s = | =12 | + 0 (t+ | —1 s,
Ty s 0 0 1
EE 3 | L3 ] o] [ o]
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der t,s € R.

¢) Siden A ikke har noen rader med 0O-ere, har vi ledende l-ere i hver rad
(dvs. n stykker). Siden vi har redusert trappeform har vi O-ere bade over
og under de ledende 1-erne, og siden to pafslgende rader med ledende 1-ere
skal ha den ledende 1-eren i gverste rad til venstre for den ledende 1-eren i
raden nedenfor, far vi at alle de n ledende 1-erne ligger pa diagonalen, dvs.

identitetsmatrisen.
Oppgave 14. a) Se fasit for oppgave 2.

b) 1) Radoperasjoner pa den utvidede matrisen gir:

[ 3 2 —1 —15 12 -1 5
5 3 2 0|tm| 5 3 2 0
3 1 3 11| 3 1 3 11
6 4 2 30 6 —4 2 30
e e I O
critile, |0 —% H 25| 35 [0 1 —11 =75
h 0 -1 4 26| |0 -1 4 2
0 0 0 0 0 0 0 0
(12 -1 -5 13 -3 -5
mtiles |0 1 =11 =75 | —2rs |0 1 —11 —75
- 00 -7 —49|  |oo 1 7
(00 0 o 00 0 0
11-Rstil Ro 1 % 0 _g 100 —4
L. Ratil Ry 01 0 2| -2nrtiles |0 1 0 2
- 001 7 b 001 7
(000 o 000 0
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Vi far én lgsning:

T —4
i) = 2
XT3 7

2) Radoperasjoner pa den utvidede matrisen gir:

4 -8 12 1 -2 3 1 -2 3
3 =6 9|~ 3 =6 9(~10
-2 4 —6 -2 4 —6 0

Vi har x5 som fri variabel, og innfgrer parameter:

Jfgzt

Pa matriseform blir lgsningsmengden:

L)

der t € R, dvs. uendelig mange lgsninger.

3+ 2
t

Oppgave 15.
Ingen lgsning: a = —4, én lgsning: a # +4 og uendelig mange lgsninger for
a=4.

Oppgave 16. a) Vi reduserer den utvidede matrisen til likningssystemet:

111 24 (11 1 924
531 n 0 —2 —4 n—120

N'111 24]
:0121207*"
N 10—1#]
(01 2 120
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Dermed far vi lgsninger

x —’@*”—l—t
y | = mT_”—Qt ;teR, neN
z t

b) Vi bruker oppgave a) og lar x = antall gull, y = antall sglv og z =

antall bronse. Da blir mulige medaljefordelinger:

o+ s
Ragnar (n=82) | 19—2s | der 0 <s <09.
s
—d 4t
Elisabeth (n=64) | 28 —~2t | der4 <t <14
t

Opplysningene gir likningene

-4+t = 19— 2s
28—2t = s
t = 5+s

som gir t = 11, s = 6, dvs. Ragnar sine tips tok 11 gull, 7 sglv og 6 bronse,
mens Elisabeth sine tips altsa tok 7 gull, 6 sglv og 11 bronse.
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