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1 Ordensrelasjonar. Asymptotiske rekkjer

I det folgjande skal ¢ og v vere funksjonar av x og € der x kan vere ein vektor
eller skalar og € er ein skalar.

1.1 Ordens-symbola
Lat e € I og x € D i det som fglgjer:

Definisjon I: Stor O

Vi har ¢ = O(4) dersom det for ein fast verdi for = finst ein k(z) < oo og
ein e-omeign om €y, N, slik at

ccINN., = |¢| <k@)y|. (1)

Dersom v # 0 i det aktuelle omradet , er dette ekvivalent med at grensa

Jim 3 ?

eksisterer.

Definisjon II: Liten o

Vi har ¢ . o(v) dersom det for ein fast verdi for x og ein vilkarleg 6(x) > 0
finst ein e-omeign om €y, Ny slik at

eeINNs = || <dx)|y. (3)

Dersom % # 0 i det aktuelle omradet , er dette ekvivalent med at grensa

lig, § =0 W

Definisjon III: Uniformitet

Dersom storleikane k(x) og 6(x) og omrada N, og N ovanfor kan veljast slik
at relasjonane gjeld for all x € D, sa seier vi at ordensrelasjonane gjeld uniformt
iD.

Vi skal sja mange dgme pa at dette ikkje held, og at arsaka til mange av dei
problema ein mgter kan fgrast tilbake til ikkje uniform oppfersel.



1.2 Eksempel

sine = O(e), e—0,
cose = 0O(1), e—0,
sinhe = O(e), €—0,
1
sinh= = O(ef), e—0,
€
%
€
— = O(e7), e—0,
sine
sine = o(l), e€e—0,
sine = o(e%), e—0,
1
et = o(e“), €—0

1.2.1 Kombinasjonar av ordensrelasjonar

Folgjande relasjonar kan ein lett visa ved & bruka definisjonane pa ordens-
symbola.

0(0(¢)) = 0(9),
O(o(¢)) = 0(O0(9)) = o(o(¢)) = o(¢) ,
0(@)0(¢) = O(¢y),
O(@)o(y) = o(d)o(y) = o(¢y),
O(¢) +0(6) = 0(¢) +o0(¢) = O(9),
o(¢) +o(d) = o(9).

1.3 Asymptotiske fglgjer, utvikling, og rekkjer

Lat folgja {¢pn(€)} n=1,2,...der ¢,(€) er funksjonar av e vera gitt.

Definisjon IV: Asymptotisk falgje

Folgja {¢n(€)} er ei asymptotisk fplgje dersom for alle n, sa er ¢,1(€) =
o(¢n(€) nar e — €.

MERKNAD: Dersom § og Ns knytt til ordensrelasjonen ”o” ovanfor i samsvar
med definisjonane, kan gjerast uavhengig av n, seier vi at den asymptotiske
fglgja er uniform i n. Tilsvarande seier ein at fplgja er uniform i x dersom dei
tilsvarande krava gjeld i hgve til z.

Dgme pa asymptotiske fglgjer:

dn(e) = (e—¢€)" mnar e— ¢

dn(e) = efe™™ nar e— 00 & Ang1 > A
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1.3.1 Rekning med asymptotiske fglgjer

Vi kan multiplisera saman to asymptotiske fglgjer og pa den maten finna ei
ny asymptotisk fglgje. Vi kan integrera ei asymptotisk fglgje leddvis ( m. o.
p. €). Til vanleg kan ein ikkje derivera ei asymptotisk folgje leddvis og som
resultat fa ei ny asymptotisk folgje. Jamfor det tilsvarande problemet ein har
med Fourier-rekkjer.

Definisjon V: Asymptotisk utvikling
Ein sum av N ledd

N
" an(@)6n(c)
n=1

skal vi kalla ei asymptotisk utvikling av funksjonen f(x,¢) til N ledd dersom

N
— Z an(x)dn(€) = o(dn(€)) nar e — ¢, (5)
n=1
og denne relasjonen gjeld stegvisn =1, 2,3 ... N.

For grensa N — oo skal vi bruka notasjonen

€) ~ Z an(z)dn (€) .- (6)

Symbolet ”~les vi gjerne som ”asymptotisk lik”. Ei asymptotisk utvikling er
uniformt gyldig for eit omrade D i x, dersom desse relasjonane gjeld uniformt
for z € D.

1.3.2 Koeffisientane i ei asymptotisk utvikling

Koeffisientane i ei asymptotisk utvikling finn ein eintydig ved grenseprosessane

i T
ai(z) = Jim o1 (O (7)
as (I) _ lim f({E, 6) —ay (I)(bl (E) (8)

e=eo p2(€)

an(z) = lim Fl@,€) = 30 an(@)n(e)
e—eq ¢N(€)
Dogme:

—1 n—l
_l
(z+e)72 ZQn I |1_[|2]€ 3| 2 (2n—1)/2 €—0,

med omsyn til folgja ¢, = €*~1. Merk at dette ogsa er Taylor-utviklinga kring
e = 0. Denne rekkja er konvergent for |z| > €, og ho er ikkje uniform i alle
omrade der z = 0 er eit grensepunkt. Kontrollér resultatet!



1.3.3 Asymptotisk utvikling av integral

Dersom f(z,€) er gitt som eit integral, far ein problem av ein annan type som
ma lgysat ved hjelp av andre teknikkar. For eks. er delvis integrasjon gjerne
eit nyttig verktgy for slike problem. Vi ser pa eit dgme (den komplementaere
feilfunksjonen):

erfc(e) e / (10)
Vi skal finna ei asymptotisk utvikling av dette integralet for store e. Fgrst set
vi t2 = 7 og finn

erfe(e) =1 (11)

]

Etter ein delvis integrasjon finn ein

erfc(e) =1 — % le_ - %/ e_TT_%dT‘| . (12)
™ € €2

Dette resultatet peikar mot at det kan vere mogeleg a generera den asymptotiske
rekkja etter aukande potensar i % med stegvis delvis integrasjon. Ei slik rekkje
vil vera av verdi for & evaluera erf(e) for store e.

Vi held fram med a definera

Fo(e) déf/ e Tr T dr, n=0,1,2,.... (13)
Delvis integrasjon gir no
< o1
e n
F,(e) = ol TFn+1(E)7 n=20,1,2,.... (14)

Denne rekursjonsformelen gir resultatet

a1 1 1.3 (=1)"11-3-5--- (2n—3)
Fol) = e |o-gatqms v ST
1.3.5... 2n—3)(2n — 1
beypl38e e @uad@n=l) o b 010 (1)

2n
Kontrollér resultatet!

Ein kan bruka definisjon av ei asymptotisk rekkje til & visa at representasjo-
nen gitt i likn. (15) er ei asymptotisk rekkje. Gjer det som ei gving! Sja elles
Bush side 34 for alternativ utrekning.

Elles sa merkar ein at det fort vert mykje reknearbeid med asymptotiske
utviklingar. Det er ogsa slik at det sjeldan er ferdige oppskrifter som kan brukast
for eit aktuelt problem. Denne delen av matematikken er difor prega av a vera
like mykje kunstsom ”handtverk”.

Avbrytingsregel Det er eit viktig problem & vita kvar ein skal bryta av ei
asymptotisk rekkje. Sidan rekkja ikkje treng vere konvergent, har det til vanleg
ingen meining & ta med for mange ledd. Ein vanleg avbrytings regel er:

Ein tek med ledd opp til det leddet som er minst. Dette leddet gir
nemleg normalt eit mal for feilen.



fil: M214midl.tex NOTAT av G. Berge: 2. oktober 2002 5

2 Midlingsmetoden

Teorien presentert her er etter eit notat fra 1989.

2.1 Innleidande merknader

Vi skal forst sja pa ein likningstype som kan overfgrast til standard form slik at
midlingsmetoden kan brukast. Utgangspunktet er likninga

Z+4eh(x,2)+x=0, (16)
Vi gar over til faseplanet

L=y, (17)

) = —z—eh(z,y), (18)

og innfgrer polarkoordinatar i faseplanet

x=rcosf & =7rcosh—rsind b, (19)

y=rsinf §=rsinb+rcoshf. (20)

Desse likningane kan ogsa skrivast som

7 = —eh(rcosf,rsinf)sind, (21)
f = —1-— Eh(r cosf,rsinf)cosb , (22)
T
eller
dr f _ ¢€h(rcos®,rsinf)sind (23)

a6 1+ £h(rcos@,rsinf)cosf

Vi innfgrer nye variable

a=0+t, a=60+1, (24)
og kan da skriva
7 = —eh{rcos(a — t),rsin(a — t) } sin(a — ¢) , (25)
&= —i{r cos(a — t), rsin(a — t) } cos(a — t) . (26)
r

Baéde likning (23) og likningssystemet (25) og (26) er av typen

x = eF(x,t), (27)

der x er ein vektor



T i1
i) j72
X = . , X = . . (28)

I tilfellet (23) har denne vektoren berre ein komponent (altsa ein skalar), i til-
fellet (25,26) har vektoren to komponentar (r, a)). Merk ogsa at vi ved transfor-
masjonen fra (17,18) til (25,26) gjekk over fra eit autonomt til eit ikkjeautonomt
system. Vi merkar oss spesielt at likninga (27) er eit ikkjeautonomt system.

Vi skal studera likningar av typen (27) ved hjelp av ein asymptotisk metode
etter Boguliubov og Krylov [1].

2.2 MIDLINGSMETODEN

Midlingsmetoden tek sikte pa a finna asymptotiske lgysingar av system som vari-
erer langsomt i ein variabel, samstundes som det kan vera raske” oscillasjonar i
systemet. Likning (23) har ei form som viser at r varierer langsomt som funksjon
av 0, medan h varierer rasktsom funksjon av  over internvallet (0, 27). Det kan
difor ha meining & leita etter ei lpysing for (), som i utgangspunktet er ein
slags middel (over 6) av den eksakte lgysinga.

Ser vi pa systemet (25,26), sa gjeld det same her, bade r og « varierer
langsamt som funksjon av ¢, medan komponentane i F',

—h{rcos(a —t),rsin(a — t)} sin(a — t), (29)

og
—h{rcos(a —t),rsin(a —t)} cos(a — t), (30)

varierer raskt”med omsyn pa t, slik at det er naturleg & leita etter ei lgysing
som startar med & finna ein slags midlare oppfersel av r og « som funksjonar
av t. Etter metoden til Boguliubov og Krylov lgyser vi likning (27) pa fslgjande
mate:

Fgrst fourierutviklar vi den periodiske funksjonen F(x,t) i den varible ¢,
svarande til dei raske”variasjonane (dette er ei formell fourirutvikling der x og
t er a sja pa som uavhengige variablar).

F(x,t) = Fo(x) + Y _ Fn(x)e™ . (31)

n#0

Vidare definerer vi
- 1 .
F(x,t) = Z %Fn(x)emt . (32)
n#0
Merk at

8F~‘(X7 t) o nt __

T - nz#an(x)e - F(X, t) - FO(X) (33)

Vi innfgrer symbolet M { } som fglgjande operasjon
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MIF(x,t)} = 2i/0 F(x,t)dt = Fo(x), (34)

(for M {} les middelet over t av { } ).
Vi definerer no ein implisitt transformasjon &£(¢) ved likninga

x(t) = £(t) + eF (€, 1) (35)

og finn } }
dx(t) d¢  de OF(&1) | OF(E1)
at ot Cat T oe o (36)

Innsett i likn. (27) forer dette til

de¢ OF(E ), IF(¢, 1) :
= AL +e 9 } o= —e ot + eF{€ + eF (&, 1)}
= D re ) o),

her er I einingsmatrisa og vi finn vidare at

¢ OF(€,1) OF(&,1), _
- = e{—T—i:F(S,t)}{I—i-eT} '+ 0@
= (ren - ey o)

ot
= €eFo(§) + O(e?).

I det siste steget er likn. (33) brukt, og dette steget viser kvifor det var tenleg a
definera transformasjonen slik det vart gjort i likn. (35). Fgrste tilngerming finn
ein ved a lgysa likninga

‘jl_f = Fo(€) = ¢ M{F(g, 1)}, (37)

altsa den likninga vi far ved a ta den eksakte likninga og erstatta venstresida med
den funksjonen som kjem fram ved a midla over t. Dette er grunnen til namnet
midlingsmetoden. Vi har gatt ut fra at F(&,t) er ein 27~ periodisk funksjon
av t. Den forbetra forste tilnserminga, som er korrekt til orden € i asymptotisk
meining, finn ein ved a ta denne lgysinga for £ og setja inn i

x(t) = &(t) + €F(&,1)

der x(t) no vert ein approksimasjon korrekt til orden e.

Ein kan ga vidare med denne metoden og definera ein transformasjon som
gir korrekt lgysing til orden €2. Metoden kan i prinsippet lgysa problemet til
vilkarleg orden i €. I praksis stoppar det gjerne opp fordi ein ikkje klarar a lgysa
dei differensiallikningane ein far fram eller fordi algebraen vert uhandterleg.
Metoden er matematisk velfundert, men det vert det ikkje hgve til a ga inn pa
her. For dei fleste praktiske fgremal vil ein vera nggd med a finna eit svar som
er korrekt til orden e.



2.3 Nokre eksempel

Eksempel 2.1 (Van der Pol si likning) Finn ei tilnerma lpysing for Van
der Pol’s likning

Fte@®—1)i+x=0 (38)

for sma e. Vi gar over til polarkoordinatar og finn

7 = —eh(rcosf,rsinf)sinf, (39)
f = —1- Eh(rcost?,rsin@) cosf, (40)
T
eller
dr eh(rcos B, rsinf)sin §

_— = . 41
df 1+ £h(rcos6,rsind)cosf (41)

Vi tek for oss systemet (39) og (40) forst og set 6 = a —t og 0 = e — 1. Vi finn

7 = —eh(rcosf,rsinf)sinf = iy,

& = —eh(rcosf,rsinf)cosf = is,

der x1 =1 o9 ro = «, vidare er

h(rcos,rsinf) = (r? cos®> 6 — 1)rsinf = (r? cos*(a — t) — 1)rsin(a — t), (42)

Fi = —hsinf = —[r?cos’(a —t) — 1]rsin?(a —t),
Fy, = —hcos = —[r?cos’(a —t) — 1]sin(a — t) cos(a — 1),
1 27
M{p) = ~5n [r% cos? (o — t) — 1]rsin®(a — t)dt,
T Jo

merk at « og v er konstante i dette integralet. Ny varibel o —t = u gir

1 a—27
MRy = Py [r? cos® u — 1]rsin® udu
™ (e
1 1
= 5(7” - ZTB) )
M{F2} = 07
d§1 o € 1 2
dt - 51(1 451)7
d&2
2 _ .
dt

Her er & forste tilnerming til v og & er forste tilnerming til . Vi finn
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S ()
& = konst. =6y (44)

der &1(0) = ag. For forste tilnerming har vi:

r = &, (45)
a = Oy eller §=0,=07—1. (46)

Forste forbetra tilnerming finn vi som

r=r :€1+Fr(§1;907t); 0&2041:90+F9(§1,90,t). (47)
Fy = Fo(r,a,t) = Fuo(r,a)+ Y {Pu(r,a)cosnt + Qu(r, o) sinnt} , (43)
n#0
F.(r,a,t) = Z l{P (r,a) sinnt — Qn(r, o) cosnt} (49)
) ) n n ) n ) )
n#0
F,=Fp(r,a,t) = Fyo(r,a)+ Z{P,f (r,a) cosnt + Q; (r, ) sinnt} , (50)
n#0
. 1 . .
Fo(r,a,t) = Z —{P}(r,a)sinnt — Q (r,«) cosnt} . (51)
n
n#0

Legg merke til at koeffisientane til dei hogare harmoniske i F, og Fy blir numerisk
sma p.g.a. faktoren %

Dersom vi lgyser likning(41) til orden € i staden for likningsystemet (39,40),
sa har vi berre ei skalar likning til orden e.

dr .
yr i e(r? cos? § — 1)rsin? 6 (52)
% = ¢ ]\94{7“2 cos? § — 1)rsin® 0} r=¢, (53)
€ 1
= 551(1 - Zﬁf) (54)
§&(0) = ’ (55)

1-(1-He)

der &1(0) = ap.
Vi kunne ogsa funne dette fra den andre loysinga sidan t = 6y — 0

2
§1(0o — 0) = 1-(1- %)676(9079}% (56)
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der £&1(0) = ag d.v.s. 6 = 0y. Vi innforer u =60 — 0y og finn

B 2
C{1- (1 A)eeu)s
0

€1(u)

Eksempel 2.2 (Faseplans-trajektorien) Finn ei tilnerma lpysing for faseplans-
trajektorien for likninga

Z+e(|z| -1z +2=0. (58)
Vi finn
= —eh(rcosf,rsinf)sind, (59)
= —1—c¢h(rcosf,rsinb)cosb, (60)
dr . . 2
i eh(rcosf,rsinf)sinf + O(e%) , (61)
Mip(rcos0,rsin@)sind} =  M{(r|sing| —1)rsin? 0}
1 us
= — [ (rsind—1)rsin®0do
2 0
1 2
+ (—rsin® — 1)rsin?0do

2 /s

substitusjon 0 = w + u i siste integralet viser at dei to integrala er like og vi far

]\g{h(rcosﬁ,rsinﬁ)sinH} = %/0 (rsinf — 1)rsin>0do
14, =
= G730

Likninga for forste tilnering vert

i _ €3n T

@ - 7T{4§ 25}7

% = 0 for &€= ngﬁ* (limitsyklus) ,
e aeg, .

denne likninga er separabel og vi finn & = £(6) som forste tilnerming. (Sja Smith
& Jones side 110). Den forbetra forste tilnerminga finn ein sd ved d ta & ovafor
og substituera i likninga
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der

F(z,0) = Fo(x)+ Y F.e™
n#0
- 1 .
F _ - inb .
(z,0) Z nFne
n#0

1 vart tilfelle har vi
F(2,0) = (z|sinf] — 1)z sin®0.

Eksempel 2.3 (Den omsnudde pendelen) Denne har likninga

d*0 do 9 9 )
d—7_2+26a5 — (k € —ESlnT)9 —0
Vi vel nye variable
0 = ¢+esinto
do
— = e +ecosTP.
dr

Vi deriverer (67) og set inn i (68), resultatet kan skrivast som

e
1+ esin7’

b=

Vi deriverer (68) og set inn i (66), resultatet kan skrivast som

6 = eQ—esinTd+ecosT o
—2ea(eQ + ecosT @) + (k?€? — esinT)(¢ + esinT p)

11

(69)

= 220 — 2%apcosT + (k%€® — esinT)p + esinT(k*e® — esinT)o,

Q+ecosTd = —262a8) — 2eadcosT + k2e2¢

3.2 4 2 ;2
+ekgpsinT — e“sin“ 7 ¢,

eller

QO = —deosT — 2eaQ) — 2eapcosT + k2e2

k2e2psinT — e2sin® ¢
Alt ialt har vi da

e

= =0 — 62QSinT+O(63).
1+esint

¢
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Q= — eQcosT —2Q%sinTcosT
—  2eaf) — 2eapcosT + klepsinT
+ Kklep —esin® 7o+ O(?).

Likningane er no pa ei slik form at midlingsmetoden kan nyttast. Dei midla
likningane er:

¢ = €, (71)
1
= —2eaf)+ k%cp — ¢4, (72)
eller
. | )
¢+2ea¢+e(§—k)¢20. (73)
Det karakteristiske polynomet er
1
T'2+2604T+62(§ — k%) =0, (74)
som har rotene
1
r=—ea+ \/62042 - 62(5 —k?)). (75)

Vi merkar oss at for a = 0, sd har vi stabile loysingar for k? < % Dette er
1 samsvar med resultat vi fann tidlegare.
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3 Dynamiske system

3.1 Introduksjon

Fenomen som utviklar seg over tid vert gjerne modellert v. h. a. differensial-
likningar, eller system av slike likningar. Klassiske eksempel er jorda si rgrsle
rundt sola og dei andre planetrgrslene med manar, metorar o. s. b. Ander dgme
er evolusjonen av bio-gkologiske system. I det heile er evolusjonen av fenomen
i fysikk, biologi, gkonomi, ressursforvalting o. s. b. gjerne modellerte v. h. a.
differensiallikningar. Ein skil gjerne mellom ordinaere (odl) og partielle (pdl)
differensiallikningar. Vi skal her avgrensa oss til odl.

Her skil ein gjerne mellom linezre og ikkje linezere likningar. Dei linesere
likningane er alt i nokon mon studerte i M 117 slik at vi skal her stort sett
samla oss om ikkje linezre system. Eit anna skilje gar mellom det ein kallar
autonome og ikkje-autonome system. Det vil seia system som ikkje eksplisitt er
avhengige av tida som variabel, og dei systema som er eksplisitt tidsavhengige.

3.2 Generelle system, faserom

Vi skal formelt skriva likningane for slike system som

dx(t
K= X(x1), x< =0 (76)
dt
og dersom tida t ikkje er eksplisitt med i venstresida i denne likninga, sa er
systemet autonomt og da har ein

% = X(x) (77)

elles kallar ein systemet ikkje-autonomt.

Her er x(t) = {z1(t), z2(t), ..., z,(t)}" ein vektor av vilkarleg lengde mn.
Teorien for lgysing av slike system er godt utvikla og ein har eksistens og ein-
tyde teorem som garanterer ei eintydig lgysing av start-verdi problemet for slike
system under gitte vilkar. Provet for dette er gitt i Appendix A , men berre
for det ein-dimensjonale tilfellet. Provet for det n-dimensjonale tilfellet fglgjer
same metoden og er ei rimeleg enkel generalisering. Ein merkar seg at kravet
som vert stilt til funksjonen eller operatoren X er det som gjerne vert kalla
Lipschitz-kravet!.

Dette er eit krav som er noko svakare enn at X skal kunna deriverast. Vi
seier gjerne at x(t) = {x1(t), z2(t), ..., z,(t)}", der x(0) = x¢ representerer ein
lgysings trajektorie i det n-dimensjonale faseromet med startpunkt i xq. Vek-
toren x(t) vil representere tilstanden for systemet ved det aktuelle tidspunktet
t samstundes som t er parameteren for kurve-representasjonen (trajektorien) av
lpysinga. I hgve til denne trajektorien veit vi fra teorien for romkurver (gener-
alisert til det n-dimensjonale tilfellet) at %(¢) kan tolkast som ein tangentvektor
til denne kurva. Tilstands-vektoren vil saleis flytta seg etter som tida gar, langs
banen ( trajektorien) som er lgysingskurva. Teorien for lgysingar av startverde
problemet for slike system fortel oss ogsa at gjennom kvart regulsert punkt i
faseromet gar der ei og berre ei lgysingskurve (eintyde-teoremet). Med reguleert
punkt meiner ein da punkt der krava til eksistens og eintyde er oppfylt. Dette

ILipschitz-kravet: 3A slik at  |X(x1) — X(x2)| < A|x1 — X2, der A er ein konstant.
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at banar (trajektoriar) i faseromet ikkje kan kryssa kvarandre i regulsere punkt,
er ein fundamental eigenskap ved slike system.

Dessutan har ein spesielt for autonome system at ein kan velja startpunktet
pa ein bane ( trajektorie) kvar ein vil og det vil eintydig bestemma heile banen.
Ofte talar ein ogsa om halv-banar d.v.s. banar som har eit startpunkt, t. d. xq,
og som gar fra dette startpunktet framover med tida (eller bakover). For & vere
heilt presis talar ein gjerne om ein positiv halvbane i dette tilfellet. Tida gar i
positiv retning. I prinsippet kunne ein fra det gitte startpunktet, xg, ogsa la tida
ga “bakover”, i negativ retning. I sa fall er det tale om ein negativ halvbane.

Elles kan i prinsippet alle system gjerast autonome ved eit kunstgrep. Nemleg
ved a utvida dimensjonen pa systemet med ein og la tida bli ein ny koordinat
ZTpy1 der &,11 = 1. Prisen for dette er altsa a auka dimensjonen pa systemet.
Dette gjer systemet meir komplisert slik at det gjerne ikkje vert noko enklare &
lpysa dette systemet enn det ein hadde i utgangspunktet nar det gjeld konkrete
lgysingar. Men for generelle teoretiske drgftinga av slike system kan det vere ei
forenkling.

3.2.1 Eksistens og eintyde
Vi har fglgjande teorem nar det gjeld lgysing av startverdi-problemet

Cé_;( = X(X, t) , X(to) = Xp (78)

der x(t) og X(x,t) er n-dimensjonale vektorfunksjonar og xq er ein gitt vektor
som er startkravet. Lat X(x, ) vere kontinuerleg pa G x I, der I = [to, to + T]
og G er open og avgrensa i IR", slik at G er kompakt? . Vi seier at x(¢) er ei
lgysing av likn. (78) nar ein finn ein x(¢) som har kontinuerleg derivert i eit
tidsintervall og slik at x(¢p) = x¢. Vi har da fglgjande teorem.

Teorem 3.1 (Eksistens) Dersom X(x,t) er kontinuerleg pd G x I der I =
[to, to + T] og G er open og avgerensa i R™, sa vil for Vxo € G, I x(t)
som kan deriverst slik at likn. (78) er oppfylt i eit intervall t € [to, to + h] der

n inf(T, &) med M = SUPyca, rer |1X]| 0g d = dist(xo, G*) er avstanden fra

xo til randa av G som er G* def G-G.

Teorem 3.2 (Eintyde) Dersom X(x,t) ogsa stettar Lipschitz kravet:
IX(x1,t) = X(x2,1)] < klx1 — %2, Vxi,x2€G, tel,

sa er lgysinga i Teorem 3.1 eintydig .

Her er k ein konstant som gjerne vert kalla Lipschitz-konstanten. Neste teorem
seier noko om korleis lgysingar i dei foregaande teorema 3.1 og 3.2, kan avhenge
av ein parameter-vektor. Gitt systemet

dx

i X(x,t,y), x(to,y) = xo(y) (79)

der y er ein parameter-vektor av dimensjon p.

2@ tyder her tillukkinga av den opne mengda G
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Teorem 3.3 (Parameter) Lat X(x,t,y) vere kontinuerleg pa:
{x:xeG}x{y:ye K} x{t:telty,to+T]}

der G € R" og K € R™ er opne og avgrensa rom, der m Og n er vilkarlege og
bestemte av problemet. Dersom det finst ein konstant k slik at

[X(x1,t,y) — X(x2,t,y)|| < kl|x1 —x2|, Vxi,x2€G, yeK, tel,

da finst det ei lpysing av likn. (79) som er kontinuerleg m.o.p. parameter-
vektoren y

Merk ogsa: Under same foresetnader er lgysinga x(t, to,Xo) ein kontinuerleg
funksjon m.o.p. tg, Xo. Dette fglgjer av provet for eksistens og eintyde (vi har
gjennomfgrt dette provet i Appendiks A, men berre for det ein-dimensonale til-
fellet. Provet for det generelle tilfellet kan fgrast pa same maten utan vesentlege
komplikasjonar ved & innfgra ein hgveleg norm og avstand i det n-dimensjonale
rommet).

Elles er prova for teoremet 3.3 og fglgjande teorem 3.4 og 3.5, uteletne, da
det fell utan for ramma av dette emnet (M214). Interesserte kan finna detaljar
om dette i standard litteratur om emnet t. d. [4] og [5].

Neste spgrsmal er: Nar kan eventuelle lgysingar deriverast m.o.p startkrava.
Svaret finn ein i neste teorem:

Teorem 3.4 (Startkrav) Gitt systemet

dx -

E:X(X,t), X(to):XO, XEGER”, tE[to, t0+T] (80)
der X(x,t) er kontinuerleg i x ogt og %—f finst og er kontinuerleg. Da finst det ei
loysing x(t) pa intervallet [to, to + h] som har kontinuerleg forstederivert m.o.p.

Xo, der h = inf(7, &) med

MY sup |X(x, )|, d dist(xo, G)
GxI

Merk at det kravet som er stilt i dette teoremet,a—f finst og er kontinuerleg,
er strengare enn Lipschitz-kravet. Neste teorem fortel om korleis lgysinga kan
utvidast i tid.

Teorem 3.5 (Utviding) (1) Gitt systemet

Cfi_); =X(x), x(to) =x0. (81)

Lat X(x) wvere ein kontinuerleg Lipschitz-funksjon i G X [to, to + T]. Dersom
T — 00 og lim;_,o x(t) = ¢, der ¢ er ein konstant vektor, sa er X(c) =0

(2) Gitt systemet
T X(Xa t) s X(tO) = X0 - (82)

Lat X (x,t) vere ein kontinuerleg Lipschitz-funksjon for kvar x, t > 0. Dd har
ein to tilfelle:
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(a) Det finst ei loysing x(t) for t € [to, +o0]
eller

(b) Det finst ein T < oo slik at loysinga x(t) er definert for t € [to, T] og
[Ix(®)]| = o0 nart — T

3.3 Vaske-bilete

Slik problemet vart er formulert i likn. (76), har ein at X(x, ) er ein tangentvek-
tor til lgysingskurvene. Desse lgysingskurvene kan ein og sja pa som feltlinene
til vektorfeltet X (x, t). Definisjons-likninga for feltlinene til vektorfeltet X (x, )

er nemleg
dx

ke X(x,t) =0. (83)
Altsa dei kurvene som er slik at tangentvektoren er parallell med X i kvart
punkt. Det a lgysa dette feltline problemet er difor analogt med & lgysa likn.
(76) for vilkarlege startkrav. For det ikkje-autonome tilfellet ma ein tenkja seg
desse feltlinene gitt for ein fast verdi av ¢. Det kan difor her vera tenleg a sja pa
det generelle autonome systemet, der biletet av feltlinene ligg fast. I prinsippet
gar det ei feltline gjennom kvart punkt i lpysingsromet, som er alle punkt i x
-rommet, der det gar ei mogeleg lgysingskurve. Denne kurvefamilien av feltliner
kan ein sja pa som anlogt til straumlinene i ei vaeske. I hydrodynamikken (M
242) skil ein mellom stasjonezere og ikkje-stasjoneere system som i vart tilfelle
svarar til autonome og ikkje-autonome system. I analogi med hydrodynamikken
kan ein sja pa eit kontinuum av rgrsler i faseromet, pa den maten at ein startar ut
“mangesystem samstundes med eit kontinuum av startverde xo. Pa den maten
kan ein sja pa dette som ei “veeskesom strgymer, fasevaeska. Lgysingskurvene
eller banane kan ein da sja pa som straumliner i denne fasevaska.

Tenkjer vi oss sa eit lite volumelement i denne vaeska som flytter seg, sa vil
kvart punkt i dette volumelementet fglgja sin bestemte bane. Volum-elemetet
etter eit visst tidsrom kan ein difor sja pa som ei avbilding eller transformasjon i
tid. Denne transformasjonen er styrt av dei dynamiske likningane. Generelt veit
ein fra teorien om integral (M 112) at slike avbildingar fplgjer transformasjon-
slova

dv(t) = JdV (0) (84)
der J er determinanten til Jacobi-matrisa (dyaden) J med element J;; og
15) i t, ef
Jii = M , der Toj de T (O,XQ) . (85)
aCCOj

Vi ser pa eit volumelementet som flytter seg i eit lite tidsrom At, slik at
X(At, Xo) = Xp + X(lf7 Xo)t:()At + O((At)z)

og

Ox(At,xq)
8x0
85<(t, Xo)tzo

=1
+ 8)(0

At + O((At)?)
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= op X0y O((At)?).
8)(0
Vi finn da Jacobi-determinanten
J=detJ =1+ AtV -X + O((At)?) (86)

der V - X er? evaluert for t = 0. Merk at start-tidspunktet er vilkarleg valt.
Vidare finn ein at

AV (At) — dV(0)
av(0)At

slik at den relative vekstraten for volumelementet blir

—V-X+0(A), (87)

1 d
TV =V X, (88)

der V - X er evaluert i startpunktet. Etter likn. (76) x = X, kan X tolkast som
fartsvektoren til det fase-volumelementet vi ser pa. Likn. (88) vert da analog
til det ein har i hydrodynamikk for eit materielt volumelement. Men i hydro-
dynamikk er det naturlegvis tale om eit tredimensjonalt “volum”, medan det i
var samanheng kan vera eit rom (“volum”) av vilkarleg dimensjon.

3.4 Konservative, dissipative system

Eit dynamisk system kan vera konservativt eller dissipativt avhengig av om
“energien”i systemet er bevart eller ikkje. Vanlegvis er det dissipative prosessar
som friksjon, varmeleiing og viskositet i eit system, og dette fgrer til det vi kallar
eit dissipativt system. Dersom dette ikkje er tilfelle, har ein eit konservativt
system. Ut fra det vi nett fann, er det no lett a klassifisera dynamiske system
ut fra kriteriet

V.-X=0, (89)

gir eit konservativt system og

V-X<0, (90)

gir eit dissipativt system. I prinsippet kunne ein ogsa tenkja seg system der ein
snudde ulikskapen i den siste likninga. Ein ville i dette tilfelle fa eit system som
vart tilfgrt energi, og det er ogsa praktisk mogeleg gjennom a “drivesystem med
ei tidsavhengig “kraft”.

3.4.1 Hamiltonsk system

Ein viktig underklasse av dynamiske system er sakalla Hamiltonske system, der
likningane som styrer systemet har fglgjande struktur:

. OH

G = g (91)
. oOH

Di - - aqz ) (92)

3Her refererer V operatoren til det n-dimensjonale x-rommet.
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der g; og p; er generaliserte koordinatar og impulskoordinatar. Hamilton funksjo-
nen H = H(qi, g2, .- Gn, P1, D2, --- , Pn) €T 1 utgangspunktet gitt. I visse til-
felle er denne knytt til energien i systemet, men ikkje alltid. Meir om dette finn
duiM 142.

Vi innfgrer ei 2n x 2n antisymmetrisk blokk-matrise

r-( % ) (99)

der O er ei n x n null matrisa og I er ei n x n einings matrise. Vidare brukar vi
vektor notasjonen

x:{q17q27"'Qn7p17p27"'7pn}t7 (94)

som er ein sgylevektor. Ein kan da skriva dette systemet pa komprimert form
4
som

Xx=R-VH. (95)

Elles er det lett a visa at V - x = 0 der V operatoren no refererer til det to-n
dimensjonale romet definert ved x-vektoren (likn. (94)). Resultatet folgjer rett
fram ved & bruka Hamilton sine likningar (91) og (92). Dette viser at

V-(R-VH)=0,

det Hamiltonske systemet er difor alltid konservativt.

Eksempel 3.1 (Lukka banar) Vi ser pa eit to-dimensjonalt problem og antar
at det eksisterer lgysingskurver som er lukka banar. Vi ser pa ein slik lukka bane
og brukar Gauss sin integralsats i planet

X-nds:// V - Xdzdy, (96)
as S

der 0S er den lukka banen og n er ein einingsnormal til banen slik at X -n =0
langs banen. Vi har difor at venstre sida i likn. (96) er null, og det krev at hogre
sida ogsa ma vera null. Difor kan ein ikkje ha lukka banar for ikkje-konservative
systemet der V - X har eit fast forteikn.

Det fglgjande er eit sentralt teorem om lukka banar i to dimensjonar.

Teorem 3.6 (Poincaré - Bendixson) Lat D vere eit lukka avgrensa omrade
i R2, som ikkje innheld singulere punkt for systemet x = X(x), som er eit 2x2
system. Dersom det finst ein positiv halvbane H som har alle punkt i D, da har
ein tre moglege tilfelle:

(1) H er ein lukka bane.
(2) H nermar seg ein lukka bane.

(8) H nermar seq eit likevekts punkt (dette er i grunnen eit sertilfelle av (2), sidan
ein kan sja pa eit likevektspunkt som eit degenerert tilfelle av ein lukka bane).

Provet for dette teoremet tek vi ikke med her, men det kan ein finna t.d.
Struble [6] side 182.

4Dette vert gjerne kalla symplectic notasjon. Sja t.d. Goldstein: Classical Mechanics s. 347
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3.5 Likevekt og stabilitet

I eit dynamisk system har ein definisjonsmessig likevekt dersom x = 0 for alle
t. Med andre ord: Likevektspunkta er dei punkta som gir X(x) = 0 for eit
autonomt system. I dette tilfellet referer likevekt til visse punkt i faseromet
som har den eigenskapen at dersom systemet er i eitt av desse punkta, sa vert
systemet verande der fordi den deriverte av alle “koordinataneer null.

Ein annan type likevekt har ein t.d. i jorda sin bane rundt sola. I dette
tilfellet har ein ikkje ein likevekt-situasjon som den vi fgrst nemnde. Likevel har
systemet ei slags jamvekt pa den maten at systemet gjentar seg sjglv periodisk.
Vi har ein lukka bane som etter eitt ar startar pa nytt. Det er rimeleg a stilla
spgrsmal om stabilitet i bae desse tilfella, men det er sa ulike fenomen at det
krevst ulike stabilitets omgrep for a4 fanga opp det ein er interessert i a vita om
systemet.

For det tredje kan ein tenkje seg ei rarsle, loysingskurve for likn. (76) som
startar i xg. Kva skjer om ein startar rgrsla neser x¢7 Vil ein da fa ei rgrsle
som alltid ligg neer den forste. Liapunov har gitt namnet til den stabilitets
definisonen som tek opp dette problemet. Eit fjerde stabilitetsomgrep er fra
Laplace. All rgrsle som er avgrensa d. v. s. |x(t)| < co Vi er stabil.

3.5.1 Stabilitet av likevekt

For a undersgkja om ein gitt likevekt, xy,, er stabil eller ikkje, sa ser ein pa kva
som skjer om ein startar ei rgrsle neer xy,. Lat startpunktet for den rgrsla vi ser
pa vere Xg = Xz, + 0x og lat x = x1, + &€ der rgrsla er styrt av likn. (77) (vi ser
pa autonome system). Vi substituerer for x i denne likninga og finn

£=X(xp+8). (07)

I dei fleste tilfelle er det urad a lgysa dette problemet analytisk fordi operatoren
X er ikkje-linezer. For 4 koma nokon veg ma ein ngya seg med tilnserma lgysingar
som ein finn ved & linearisera denne likninga. Reint praktisk betyr det at vi
rekkje-utviklar hggresida i likninga om likevektspunktet, x,, (Taylor utvikling)
om eit likevektspunkt, xz,, og finn

£ =X(xr) + € VX(X)xmx, +O(€). (98)
eller sidan X(xz) = 0 (xr er eit likevektspunkt), sa far ein til leidande orden

£=¢- VX(X)X:XL ) 5(0) = 0%, (99)
som er eit linegert problem av den typen ein kjenner fra M 117. Vi berre repeterer
resultata: Det er eigen-verdiane A, til matrisa VX (x)x=x, som er avgjerande for
stabilitet. Dersom det finst n ulike eigen-verdiar \,, og realdelen, R()\,,) < 0 for
alle n, sa er systemet stabilt, elles er det ustabilt (samanfallande eigen-verdiar
ma droftast seerskilt). Dette problemet vert drgfta meir detaljert under pkt.
3.5.2 for det spesielle tilfellet at vi har eit to-dimensjonalt system.

Merk at for linezere system er dette samanfallande bade med Laplace sin
definisjon av stabilitet og Liapunov sin definisjon som vi straks skal koma til.
Men det er mest naturleg a sja pa dette som eit seertilfelle av Liapunov-stabilitet.
Sja avsnitt (3.7)
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Eksempel 3.2 (Pendel-likninga) Pendellikninga kan skrivast som

0+ w?sinf =0 (100)

Nar vi innforer x = 0 og y = 0, kan denne likninga skrivast som eit system

()= ( s ) (on)

Vi har opplagt likevekts-punkt i y = 0, z =nmw dern =0,1,... Vi ser pa
likevektspunktet (0,0) og linarisererd Det gir

d ¢\ 0 1 13
()=o) (5) e

. 0 1 , . .
der matrisa w0 har eigenverdiar A+ = +iw, og systemet er som venta

stabilt.

Figur 1: Faseplans plot av pendellikninga. Den horisontale aksen er ¢ og den
vertikale er 0).

3.5.2 Kilassifisering av likevekt i to dimensjonar

For to-dimensjonale system kan likn. (99) skrivast som

T =ax+by,
y=cxr+dy.
def t .
der £ = {z,y}" og matrisa
a b\ def
vX=( " 0 )EaA (103)

Dette er eit enkelt linesert system av foste ordens ordineere differensial-
likningar. Den vanlege framgangsmaten er a ga ut fra at lgysingane kan skrivast
som

X=Xpe".



