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Kapittel 1

ROMKURVER

1.1 INNFORING

Fra problemet med & studera kurver i planet (x,y -planet) veit vi at ein kan
definera ei kurve ved hjelp av ei parameter framstelling

z=¢(t) og y=1v(). (L.1)
For eit fast verde av t = tg vil vi fa eit fast verde av x og y, dersom funksjo-
nane ¢ og 1 er eintydige (z = xo = ¢(tg) og y = yo = ¥ (ty)). Vi seier da
at (xo,yo) definerer eit punkt i planet. Nar t varierer innafor eit intervall
t.d. t € [a,b] , sa vil likn. (1.1) definera ei punktmengde i planet. Denne
punktmengda kallar vi ei kurve. No er det eit problem i analysen & bli samde
om kva slag type punktsamlingar det er rimeleg a kalla kurver. Det er ogsa
visse problem knytt til det & definera kva ein meiner med lengda av ei kurve,
eller eit kurvestykke. Vi skal ikkje ga inn pa desse problema her pa annan
maéate enn at vi skal avgrensa oss til kurver der slike problem ikkje dukkar
opp. I tre dimensjonar er det rimeleg & definera ei kurve som

z=¢@1t), y=v(), z=x(). (1.2)
Vi seier da at vi har ei parameterframstelling for ei tredimensjonal kurve,
ei romkurve. For eit fast verde av t = tg har vi x = z¢9 = ¢(t9),y = yo =
¥(to), z = 20 = x(to). Vi skal kalla dei elementa i R som er definerte ved
koordinatane xg, Yo, 2o for punkt pa romkurva. Dersom funksjonane ¢, ¢ og x
er eintydige, sa vil det vera eitt og berre eitt punkt Py med koordinatar
(z0, Yo, 20) svarande til ¢t = ty. Til punktet Py kan vi tilordna ein vektor som
startar i origo og sluttar i Py, det vi skal kalla posisjonsvektoren til Py. Vi
skriv
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r=r(t) = ¢(t)er +(t)es + x(t)es, (1.3)

der e = {1,0,0}, e = {0,1,0}, e3 = {0,0, 1} er ein ortonormal kartesisk
basis. Posisjonsvektoren til Py er da r(tp). Det er no klart at r(t) gjeven ved
likn. (1.3) definerer ein vektor- funksjon av ein variabel. Legg merke til at
det er ikkje turvande at alle funksjonane ¢(t),1(t) og x(t) er ein eintydige
for t € [a,b], for at vektorfunksjonen r skal vera ein eintydig. Vi skal straks
sja eit dgme pa det, men forst skal vi formelt definera kva vi meiner med ei
romkurve.

Definisjon 1.1 Lat r = r(t) vera ein vektorfunksjon med t € [a,b]. Bilet-
mengda T' = {r:r =r(t),t € [a,b]} kallar vi for ei romkurve. Vi kallar t
for ein parameter og seier at

r(t) = z;(t)e; (1.4)

er ei parameterframstelling av romkurva. Dersom vi vidare har at v er:
1) ein-eintydig
2) har ein kontinuerleg derivert
d
5) har 2] £0 |
sa seier vi at romkurva er regulaer, og har ei regulser parameter framstelling.

Merk at vi ovanfor har nytta det som gjerne vert kalla Einsteins summasjons
konvensjon. Denne konvensjonen seier:

Dersom ein har to like indeksar i eit uttrykk eller pa ein storleik,
sa skal ein summera over denne indeksen fra 1 til n, der n er det
stgrste verdet indeksen kan ha.

Omgrepet romkurve er etter definisjon 1.1 knytt til ei mengde, eller ei punk-
tsamling i R3. Ei og same romkurva kan genererast av ulike parameter-
framstellingar. Lat oss sja litt pa det. Lat

r= I'(t) = :L'Z'(t)ei = :L'l(t)el + :L'g(t)eg + :I}g(t)eg .

(
vera el gjeven romkurve. Definer ein ny skalarfunksjon slik at ¢ = ¢(
og ¢'(u) # 0, u € [d,V] nar t € [a,b], og tre nye skalar-funksjonar T
Ti(u) , i =1,2,3, slik at

1.5)
)

Ti(u) = zi{d(u)} . (1.6)
Vi har da at
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T=7(u) =7;(u)e; (1.7)

er ei romkurve som fell saman med kurva gjeven ved likn. (1.5). Vis dette.
Vi seier at romkurva er gjeven ved ei anna parameter-framstelling. Ved
derivasjon av likn. (1.7) far vi

dF _ drdu _dr 1

il e 1.8
dt  dudt dud¢/(u)’ (18)
og da T =r, har vi % = % som til saman gjev
dr dr ., dr, ,
== = |— . 1.
Tl = 151 )] = | 516 () (19)
Fra likn. (1.9) ser vi at
¢'(u) #0, ueld,b], (1.10)

er bade eit ngdvendig og tilstrekkeleg vilkar for at den nye parameter-
framstellinga skal vera reguleer. Vilkaret, likn. (1.10) heng saman med det
inverse funksjonsteoremet. Berre nar ¢'(u) # 0 vil det vera ein-eintydig
samanheng mellom u og ¢. I det fglgjande skal vi studera reguleere romkurv-
er. I likn. (1.9) har vi gatt ut fra at at ¢'(u) > 0 . Kvifor kan vi gjera eit
slikt val?

Dgme: Skrulina eller ein heliks er gjeven ved

r=r(t) =sinte; + costes +tes. (1.11)

Skisser denne kurva.

1.2 BOGELENGDA

Bogelengda for ei reguleer romkurve er definert tilsvarande som for plane
kurver.

Definisjon 1.2 Latr =r(t),t € [a, b] vera ei requler romkurve. Bogelengda
s fra a til b er da:

s:/ﬂﬂ@mt (1.12)
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For regulaere romkurver er r'(t) kontinuerleg, difor vil alltid “bogelengde
integralet” eksistera for slike romkurver.

Oppgave: Finn bogelengda for skrulina fra ¢ = 0 til ¢t = 4.

1.3 TANGENTVEKTOREN

Lat det vera gjeven ei reguleer romkurve r = r(t) . Vi ser pa vektoren

Ar(t) = r(t + At) — (1) . (1.13)

Denne vektoren kan vi geometrisk tolka som korden mellom punkta pa
romkurva som har parameterverdiane ¢ og (¢ + At).

i) =" Htet)

Tangentvektoren (kordevektoren)
Néar vi gar til grensa At — 0, sa vil vi fa ein vektor med ein retning som er
grense-retningen for denne korden. Det er rimeleg & kalla dette for tangent-

retningen.

Definisjon 1.3 Lat r =r(t),t € [a,b] definera ei reguler romkurve. Tan-
gentvektoren til denne romkurva har da same retning som dr/dt.

Dgme: Lat kurva vera plan, altsa

Tl = ¢(t) , Ly = ¢(t) , L3 = 0 (1.14)
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Vi har da

T _ swyer +v/1)es (1.15)

Fra definisjonen av tangenten til ei plan kurve i punktet med parameter
verdi t = tg, har vi at likninga for denne er

_ Y'(to)
(w2 = w(to)) = 75 (1 = 6(to)). (1.16)
Eller pa vektorform
r = 1o+ (¢'(to)er +¢'(to)e2)T, (1.17)
der
rg = (;5(750)81 + ¢(t0)e2 0g T E [—OO, +OO]7 (1'18)

er ein parameter. Vi ser da at dr(t)/dt er parallell med denne rette lina.

Oppgave: Finn tangentvektoren til skrulina

r =cost ey +sint ey +te;s. (1.19)

Fra definisjon 1.3 har vi at einingstangentvektoren T til romkurva r = r(t)
er gjeven ved

_dr/dt
~dr/dt|”
Vi har for sett at vi star fritt til & velja mellom ulike parameter framstellingar

av el romkurve. Lat oss no velja bogelengda s gjeven ved (definisjon (1.2) )
som parameter. Altsa,

(1.20)

t
s = s(t) :/ I/ (7)|dr, (1.21)
der t € [a,b] . Vi har da at

dr drds dr ,

g—%%—%r(t)l, (1.22)

som syner at
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dr

—=T. 1.23
7 (1.23)
Dette resultatet gjer at mange formlar vert enklare nar ein brukar bogeleng-
da som parameter. Overgangen fra ein vilkarleg parameter ¢ til bogelengda

s, far ein da ved a bruka likn.(1.22). Merk at

d dsd

eller

(1.25)

1.4 KRUMMING

Som eit mal for krumminga til ei romkurve skal vi sja pa kor fort tangentvek-
toren T(s) skifter retning nar vi gar langs romkurva. (Merk at vi no brukar
bogelengda som parameter). Eit mal for dette far vi ved a derivera T(s).

dT

o=
Her har vi pr. definisjon at N er hovudnomalvektoren til kurvaog N - N = 1.
Likn. (1.26) definerer difor to nye omgrep: (1) Hovudnormalvektoren og (2)
Krumminga x > 0.

KN . (1.26)

Dgme: Lat

r(t) = ¢(t) er + 9 (t) ez, (1.27)

vera ei plan kurve, vi har da

o H0er e
{o/(1)? +¢'()%}2
AT _dT dt _ "W — 0" ver — de
& T dds T (g eyt (g gyt
Gjennomfgr mellomrekningane! Legg merke til at dT/ds star loddrett pa
T . Vis dette! Vi har difor at N ogsa star loddrett pa T.

(1.28)

og

(1.29)
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For ¢(t) =t og o(t) = f(t) harviat y= f(z), vifar da
dT /]
a N. 1.30
ds (1_|_f/2)§ ( )

Altsa har vi dei to alternative formlane

9"y — "]

p= o T O 1.31
(¢/2+¢/2)% ( )
0og
= L“ (1.32)
(1+f7)2
Lat s 1 = Rcost , w9 = Rsint , x3 = 0. Altsa ein sirkel i planet

x3 = 0 med radius R. Vi har da,

' = Rcost , ¢" = —Rsint, (1.33)

¢’ = —Rsint , ¢’ = —Rcost, (1.34)

o Rty 1 1

3
R3(sin?t + cos? t)2 R

Vi skal definera p = 1/k som krummingsradien til romkurva med krumming
K .

1.4.1 Binormal og torsjon

Tangentvektoren og hovudnormalvektoren definerer eit plan, smygplanet
eller oskulasjonsplanet. Finn likninga for dette planet!
Vi har at vektoren

B=TxN, (1.36)

star normalt pa dette planet. B kallar vi for binormalvektoren til romkurva.
Merk at B pa same maten som T og N er einingsvektorar. Eit mal for kor
sterkt romkurva “vrir” seg far vi ved a ta den deriverte av B. No har vi at

iB

= =0, (1.37)
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Kvifor?
Vidare har vi ved derivasjon av likn. (1.36) at

dB dT dN

— =—XxXN+Tx —. 1.

ds ds T ds (1.38)
og vi har at dT/ds x N =0 |, kvifor? Likn. (1.36) viser difor at

vektoren dB/ds star normalt pa T og vi har ogsa at at same vektoren star
normalt pa B, kvifor? Av dette folgjer det at vektoren dB/ds ma ha same
retning som N og vi kan skriva

dB
ds
der proporsjonalitetsfaktoren 7 er definert som torsjonen til kurva.

—7N, (1.39)

%

Torsjonen til ei romkurve

Torsjonen 7 er positiv dersom kurva er hggrevridd d.v.s. dersom ein legg
hggre hand rundt kurva med tommelfingeren i tangentretningen, sa vrir
kurva seg i retning av fingrane nar = > 0. Vis det ut fra figuren ovanfor.
Tilsvarande seier vi at kurva er venstrevridd nar 7 < 0.
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1.5 FRENETS FORMLAR

Dei tre likningane

dT
— =N 1.40
o (1.40
dN
Y kT +7B 1.41
7 KT +71B, ( )
dB
— N 1.42
B N (1.42)

kallar vi for Frenets formlar. Vi har alt vist den fgrste og den siste av desse
formlane. Den andre kan ein visa slik:

N=BxT, (1.43)

dN aB aT
— = TxXT+Bx— (1.44)
= —7N x T + B x (kN) (1.45)
= —kT+7B. (1.46)

Vi ser difor at eit méal for dreiinga til hovudnormalvektoren er K , der K er
gjeven ved

N
K = |(fi_s =VK2+ 72 (1.47)

Storleiken K kallar ein for totalkrumminga til kurva.

EIT FUNDAMENTALT TEOREM

Teorem 1.1 To romkurver som har same krumming og torsjon som funk-
sjon av bogelengda er kongruente.

Prov:
e Lat romkurvene ha likningane r = ry(s) og r = ra(s) med tilsvarande

tangentvektor, hovednormalvektor og binormalvektor T¢, N7, B; og
To, N9, Bo. Lat oss ga ut fra at kurvene startar fra same punkt og lat
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oss orientera dei slik at vektortrippela T, N1, By og Ts, Ng, Bs fell
saman i dette punktet. Lat oss sa definera skalarfunksjonen

f(s) =T1- T2 +N; Ny +B; - Bs. (1.48)

Bruk Frenets formlar til a visa at df/ds = 0 , altsa f(s) = k, der
k er ein konstant. Merk at f(0) = 3 , etter foresetnaden vi gjorde,
altsa er f(s) =3V s . Men uttrykket for f(s) viser at f(s) <3 V s,
og det er berre lik nar dei to vektor trippela fell saman, altsa har vi
T =Ts, Ny =Ny, By =By Vs.Fraden forste av desse likningane
har vi at

dI‘1 . dI‘g

E_E — rp=ro+a, (1'49)

der den konstante vektoren a ma vera nullvektoren. Kvifor? Vi har
difor at

ri(s) =ra(s) Vs, (1.50)
altsa fell romkurvene saman.

Q.E.D.

Oppgaver:

1. Vis at likninga for hovudnormalen kan skrivast som

1 d?
R=r+-

At W U € (—00,00).

2. Vis at K =] %H.

3. Finn T,N og B for skrulina

r = {—asint,acost, bt} .

Finn ogsa, krummingsradius, torsjon og totalkrumning.

4. Vis at alle kurver som har krumning lik null ma vera rette liner.
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. Vis at alle kurver som har torsjon lik null ma vera plane kurver.

Gjeve romkurva r(t) = {1+t, —t2,1+¢3}. Finn likninga for tangenten
i punktet med parameterverde ¢ = 1. Finn likninga for normalplanet i
same punkt (planet gjennom hovudnormalen og binormalen).

Finn skjeeringskurva mellom tangentane til skrulina
r(t) = {cost, sint, t},

og x — y-planet.

Vis at torsjonen for ei kurve

r = r(t), ergjeven ved

[I'/I'//I'///]

|I'/><I'”|2'
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Kapittel 2

Dyadar

2.1 RESIPROKE VEKTORSETT

Definisjon 2.1 Gjeve eit sett av tre lineert uavhengige vektorar e1, es, es
€ R3. Settet e',e?,e3 € R3 kallast det resiproke settet dersom folgjande
relasjonar er stetta

ei-ed =8 i,j=1,23

2

der 5g er Kronecker’s delta, som er null nar i # j og elles lik ein.

Teorem 2.1 Det er gjeve tre lineert uavhengige vektorar. Det eksisterer da
eit resiprokt sett av lineert uavhengige vektorar som er eintydig bestemdt.

Prov: Lat dei tre linesert uavhengige vektorane vera e, es og es. Lat oss
ga ut fra at det finst eit resiprokt sett og lat dette vera e',e? og e®. Da
har vi

el-elzl er-el =0 83'81:0
el-e2:0 e-e2=1 83'82:0

el-e3:0 e-e2=0 83'83:1

1

Den fgrste lina av likningar syner at e' star normalt pa ey og ez altsa

ma vi ha
el = \ey x e3), (2.1)

13
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og fra e;-e! =1 harvi \ = [e; ey e3]™!. Tilsvarande finn vi for dei andre
vektorane e® og e?, eit resultat som vi ogsa far ved syklisk permutasjon
av indeksane, altsa har vi

e X e es X e e X e
ol — &2 3’ 2 =8 17 e3 = 2 2 (2.2)
le1 e e3] le1 ez e3] le1 e e3]
Vi ser at el e €3 er eintydig bestemt og vidare har vi
[el 62 eg] _ ey X es % es3 X e ) e X €2 _ 1 #0 (2 3)
le1 e e3] le1 ez e3] [e1 ey eg] le1 ez e3]
Altsa er e' e e® linesert uavhengige. Q.E.D.

Vi har elles brukt notasjonen
[abc]=a-(bxc).

Dette vert ofte kalla for volum-produktet eller boks-produktet”.

2.2 LINEARE VEKTORFUNKSJONAR

Dersom det til ein kvar vektor r e R? er tilordna ein vektor v e R3, seier
vi at v er ein vektorfunksjon av r og skriv

v=1f(r). (2.4)

Fin vektorfunksjon er kontinuerligi r =ry dersom

rllrg) f(r) =1£(ry). (2.5)

(Jfr. Apostol II 8.4)

Definisjon 2.2 FEin vektorfunksjon er lineer nar

f(r+s) = f(r)+f(s), (2.6)
f(Ar) = M(r). (2.7)

for vilkarlege r,s og A
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(Det kan visast at nar ein vektorfunksjon er kontinuerlig og 2.6 er oppfylt,
sa folgjer 2.7 av dette.)

Vis at 2.6 og 2.7 medfgrer at ein lineser vektorfunksjon er kontinuerleg. Vink:
vis forst at £(0) = 0.

Teorem 2.2 FEin lineer vektorfunksjon er eintydig bestemt nar f(ay), f(az)
og f(a3) er kjende, der aj,as og as er eit vilkarleg valt sett av vektorar
som ikkje er koplanare ([a; ag ag] #0).

Prov: Med aj;,as og as som basis kan vi skriva

r = z'a; + z%ay + 23a;. (2.8)

Da er

f(r) = z'f(ay) + 2%f(az) + 2°f(a3) . (2.9)

2 .3

Lat a',a? a® vera det resiproke settet til a;,as,as og

b; = f(a;) i=1,2,3. (2.10)

Da er
f(r)=r-a'b;. (2.11)
Q.E.D.

Sidan a’ og b; er kjende, er f eintydig bestemt. (Merk at 2! =r-a’ =
2la;j-a’ = $j5§ = 2%).
Vi har altsa dette resultatet:
f(r) =r- (a'b; 4+ a’by 4+ a’b3) = (bja! + boa® + bza®) - r.  (2.12)

Vi kan no oppfatta uttrykket i parentesen,

albl + a2b2 + a3b3 , (213)
eller

blal + b2a2 + b3a3 , (214)

som ein operator som formidlar den lineszere transformasjonen gjennom ein
skalar multiplikasjon. Vi merkar oss at desse uttrykka, som er ein formell
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samanstilling av vektorar, ikkje sjglv kan vera ein vektor, sidan resultatet
ein far nar ein skalarmultipliserer dette uttrykket med ein vektor vert ein
ny vektor. Uttrykk som dei ein har i 2.13 og 2.14 kallar ein gjerne for ein
sum av ubestemte vektorprodukt.

Definisjon 2.3 Fin sum av ubestemte vektorprodukt kallar vi ein dyade.

Lat dyaden & vera gjeven som

®=> a;b;. (2.15)
i=1

Vi kallar a; for fgrefaktorar og b; for etterfaktorar. Dersom ein stiller
spgrsmalet om kva ein dyade eigentleg er, sa er det ikkje noko anna enn
ein formell samanstilling av vektorar. Vi har alt sett at dyaden har den
eigenskapen at nar ein skalarmultipliserer med ein vektor framanfra eller
bakanfra, sa vert resultatet ein ny vektor. Men dei to vektorane ein far i
desse to tilfella er til vanleg ulike. Altsa er det ikkje det same kva side vi
multipliserer fra. Noko liknande har vi alt kjennskap til fra matrisemulti-
plikasjon med ein vektor. I det heile skal vi sja at dyadar eigentleg er ei
alternativ form for matriserekning.

2.3 ALGEBRA FOR DYADAR

2.3.1 Reknereglar
Vi har altsa

r-®=> r-a;b;, (2.16)
i=1

@-rzz aibi-r. (217)
i=1

I det almenne tilfellet har vi at

r- O£d-r (2.18)
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Definisjon 2.4 To dyadar ® og ¥ er like dersom og berre dersom ®-r =
U.r foralle r

Likskap medfgrer at s-® =s-W¥ for alle s. Lat s vera fritt vald. Tak
likninga
O-r=0-r (2.19)
og skalar multipliser med s, da far vi:
s (®r)=(s-®) r=s-(V-r)=(s-¥)-r. (2.20)

Sidan det fglgjer fra konstruksjonen av ein dyade at det er det same i kva
rekkjefglgje ein utfgrer dei to skalarmultiplikasjonane. Fra uttrykket

(s-®)-r=(s-¥)-r, (2.21)
eller
(s-®—5-VU)-r=0, (2.22)
har vi at
s-®P—s-¥U=0, (2.23)

sidan r er vilkarleg. Altsa

s-d=s-V. (2.24)
Q.E.D.

Definisjon 2.5 Fin dyade ® er null dyaden dersom og berre dersom ®-r =
0 for alle r.
Vi har no at dersom @ er nulldyaden, sa er ogsa

s-®=0 foralle s. (2.25)

Vis dette.
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Definisjon 2.6 Addisjon: Lat ® og ¥ wvera to dyadar da er

(P+0) - r=d-r+V¥-r. (2.26)
Lat
n m
¢ = Z aibi og U = Z Cidi, (227)
=1 =1
da er
n m
=1 =1

og ein kan naturlegvis byta om rekkjefglgja pa addendane i desse summane
som ein vil. Den distributive lova gjeld for dyadar

a(b+c)=ab+ac. (2.29)
Dette viser ein lett ved & bruka definisjonen péa likskap. Vi kan saleis utfgra

multiplisering som i vanleg algebra, men ein ma alltid passa pa a ikkje byta
om faktorane i dei ubestemte vektorprodukta,

(a+b)(c+d)=ac+ad+bc+bd. (2.30)

Dersom A er ein skalar, har vi

(Aa)b = a(Ab) = Aab, (2.31)

der den siste skrivematen fgrebels ma tolkast som ein av dei to forste.

Teorem 2.3 FEin vilkdrleg dyade over R kan alltid reduserast til summen
av tre ledd.

Lat & vera gjeven som

® =a;b; + asby +...+ a,b,, (232)
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lat e, ez, e3 vera ein basis for R®. Daer a; = ale; + a’ey + ajes, Vi, og
vi har

n
1 2
® = (a;e1 +ajes + a‘?eg)bi
—

(2

= ef] +eofy + e3fy der
n n n

f1 = Z a%bi, fgzz alzbl og fgzz a‘?bl
i=1 i=1 i=1
Tilsvarande kan ein ogsa redusera @ til tre ledd ved & skrive
b; = b}el + b?eg + b?eg . (233)
Q.E.D.

2.3.2 Komplette dyadar

Lat e, eq,e3 vera ein vilkarleg basis. Vi har da at ® kan skrivast som

P = gier + goe2 + gze3. (2.34)
Lat vektoren r skrivast som

:Elel + $2€3 + $3€3 , (2.35)

1 .2 o3

der e*,e”, e’ er det resiproke settet til eq, es,e3. Av dette folgjer det at

Q- r=uax181 + 2282 + 2383 . (2.36)

Relasjonen (2.36) fortel oss at dersom vi set
r'=®-r, (2.37)

sa vil r’ ved hgveleg val av r, kunna na fram til eit vilkarleg punkt i R3
dersom g1, g2, g3 er ein basis. Vi seier i dette hgvet at ® representerer ein
affin transformasjon av. R® pa R3. Elles merkar vi oss at origo er uendra
under transformasjonen.
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Definisjon 2.7 FEin dyade er komplett dersom den representerer ein affin
transformasjon.

Resultata ovanfor kan vi samla i:

Teorem 2.4 Dyaden gjeven ved likn.(2.34) er komplett dersom og berre der-
som [g18283] #0

Teorem 2.5 Ein komplett dyade har meir enn to ledd.

Dersom vi har

® =ab+cd, (2.38)
sa er
r'=®.r=ab-r+cd-r. (2.39)

Men d& er r’ bunden til planet som gar gjennom origo og er utspent av
vektorane a og c. Ein slik dyade kallar ein gjerne planar. Tilsvarande finn
ein at om dyaden har berre eit ledd, sa er dyaden lineser. I dette hgvet vil
R3 bli avbilda pa ei rett line. Planare og linezere dyadar svarar til matriser
med rang 2 og 1.

Slike dyadar kallar ein singuleere.

Teorem 2.6 ® = af + bg + ch  er komplett dersom og berre dersom
[abc] #0 & [fgh] #0.
Provet for dette overlet vi til lesaren.
Korollar til teorem 2.6:
Korollar 2.1 Dersom @ er komplett har vi ® - r=0 = r=0 .
Prov: ®.r=af -r+bg-r+ch-r.

Sidan a,b og c erein basisog ®-r=0, sama f-r=g-r=h.-r=0,
men da f, g og h ogsa er ein basis, ma vi ha r = 0.
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2.3.3 Den konjugerte dyaden

Definisjon 2.8 Den konjugerte dyaden ®. til ein dyade ®, far ein ved
a lata forefaktorane og etterfaktorane byta plass i alle ledd.

Nar
® = a;b; + asby +...a,b,,, (240)
har vi
®,. = bia; + bsas +...b,a, . (241)
Vi ser utan vidare at
b r=r-P.. (2.42)

Merknad: Denne operasjonen svarar til transponering av matriser.

Definisjon 2.9 Fin dyade er symmetrisk dersom ® = ®. og antisym-
metrisk dersom ® = —®,.

Teorem 2.7 Ein vilkarleg dyade kan skrivast som ein sum av ein sym-
metrisk og ein antisymmetrisk dyade.

Prov: Lat ¥ = 1(®+®.) og Q=3(®— o).
Ein har dd at ® = ¥ +Q der ¥ er symmetrisk og 2 antisymmetrisk.
Q.E.D.

2.3.4 Produkt av dyadar

Fin kan lett tenkja seg to eller fleire linesere transformasjonar etter kvarandre
v=®.r og w=VU-v. (2.43)
Dette kan da gjennomfgrast som
w=U.-(®.r)=(V-P)-r (2.44)

sidan dyadekonstruksjonen og skalarprodukta kan utfgrast i den orden ein
ynskjer utan at det verkar inn pa resultatet. Vi har at
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TP (2.45)

er ein ny dyade (lineser transformasjon) sidan wy + wy svarar til ry + ro
og Aw til Ar.

Definisjon 2.10 Lat ¥ og ® wera to dyadar, da er operasjonen
V.o definert slik at (V-®) - r=V-(d-r)Vr

Ut fra definisjon 2.10 kan ein lett visa fglgjande resultat for dyadar

O (T+Q) = & T+3-Q, (2.46)
(T+Q)- & = T-d+Q- 3, (2.47)
O (V-Q) = (3-0)-Q. (2.48)

Ved & bruka den distributive lova for dyademultiplikasjon (2.29) og (2.30),
sa kan ein lett visa at nar

P = Z aibi og U = Z deja (249)
i=1 J=1
sa er
i=1j=1

Vidare er

(<I> . \If)c = Z Z C; - bidjai = \Ifc . q)c . (251)

i=1j=1

0og

r (& 0) = (D V). -r=0, (B, 1). (2.52)

Vi har difor
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Teorem 2.8 Den konjugerte av ein dyade som er laga av produktet av to
dyadar er produktet av dei konjugerte dyadene tekne i motsett rekkjefolgje,
altsa: (V- @), = &, - V..

Teorem 2.9 Dyaden som er laga av produktet av to dyadar ® og ¥ er
komplett dersom og berre dersom ® og ¥ er
komplette kvar for seg.

Prov: Lat ® og U representerast som

¢ = giel +goes +gses,
U = elfl + 82f2 + 83f3 ,
der ej,ey, e3 er ein basis og el e?, e?
alltid mogeleg, jfr.teorem 2.3.
Vi finn da

er det resiproke settet. Dette er

U =gifi + gofo + gsfs. (2.53)

Av har difor at ®- ¥ er komplett dersom og berre dersom [g1g2g3] #0 og
[f1fof3] #£0. Men dette er ekvivalent med at ® og ¥ er komplette kvar for
seg. Jfr.teorem 2.6.

Q.E.D.

2.3.5 Einingsdyaden
Definisjon 2.11 FEiningsdyaden I er definert slik at Yr: [-r=r

For det fgrste: Det eksisterer eit einingselement. Det ser vi slik: Lat i, j og
k vera einingsvektorane i eit rettvinkla kartesisk koordinatsystem, da er

I=1ii+jj+kk, (2.54)

slik at

Ir = (ii+jj+kk)- (ix +jy + kz)
= iz+jy+kz=r.
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For det andre: Einingsdyaden er eintydig bestemt. Lat nemleg I’ vera ein
annan einingsdyade, da er

(I-I')-r=0Vr. (2.55)

altsa er I — I’ lik nulldyaden.
Det fins ogsa andre representasjonar av einingsdyaden, vi har t.d.

Teorem 2.10 FEiningsdyaden I kan skrivast som

3

I = ele1 + 8282 + eze” = elel + e2e2 + e3e3 ,

dersom og berre dersom eq,es, e3 er ein basis og e',e?, e

settet.

er det resiproke

Prov: Lat oss skriva ein vilkarleg vektor

3

v =ev! + esv? + esv® = elvy + €%y + e3us. (2.56)

Ved & ta produktet I-v med dei to representasjonane i teorem 2.10, ser
ein lett at I-v = v, og ein har ogsd v -I = v sidan einingsdyaden er
symmetrisk. Det viser dei to representasjonane vi har i teorem 2.10. Vidare
har vi at dersom

I =eje! + eze? + eze?, (2.57)

og vi veit at I skal vera einingsdyaden, sa medfgrer dette at eq, es, e3 og
e, e?, e er resiproke sett.

Forst skal vi visa at e1, e2, @3 ma vera ein basis. Lat oss ga ut fra at dette
ikkje er sant, nemleg at e, ez, e3 er koplanare. Lat sd& v vera ein vektor

normalt pa dette planet, da ma

I-v=v=ee -viee’ vieszed v. (2.58)

Etter fgresetnaden ma det siste uttrykket vera nullvektoren sidan v ikkje
har nokon komponent i planet utspent av eq, ey, e3, men dette er ei sjolv-
motseiing dersom [ er einingsdyaden, altsa e, ez, €3 ma vera ein basis.

Lat sa det resiproke settet til denne basisen vera u',u? u®. D& har vi

u - I=u=ueje = 5§ej = (2.59)

altsa u’ =e’ fori =1,2,3. Q.E.D.
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2.3.6 Den inverse dyaden

Einingselementet gjev oss hgve til & definera den inverse dyaden:

Definisjon 2.12 To dyadar ® og ¥ erinverse dersom ® - ¥V =V.-® =]
Og vi skriv ® =V~ U =1,

Teorem 2.11 Ein komplett dyade ® har ein eintydig invers dyade ®1.

Lat & = ef] + eofy + esfy der ej,eg,e3 er ein basis og fi,fy,f3 er

ein basis. Lat vidare e',e?,e® og f! f2 3 vera dei tilsvarande resiproke

basisane, da er
P! =fle! 4+ f2e? +f3e3. (2.60)
Det fglgjer nemleg rett fram av denne representasjonen at
- l=0t1.d=1,

altsa er den ein invers. Vis sjglv at denne iverse representasjonen er eintydig
bestemt.

Oppgave: Visat (®-¥-Q) 1= 1. v-1.o-1

2.3.7 Ymse relasjonar med skalar og vektor produkt

Definisjon 2.13 For n positivt heilt tal definerer vi

" = &.-d-d... opptil n faktorar.
P = (q>—1)n — (q>n)—1 .

Oppgave: Vis at @ . " = 1" og (™M) = ™",

Merk at pa grunn av det ikkje kommuterande dyadiske produktet, vil til
vanleg (® - ¥)" ikkje vera lik ®" . W™,

Ved hjelp av den inverse dyaden kan ein lett lgysa visse typar vektor-
likningar. Dersom @ er komplett har folgjande likningar eintydige lgysningar:
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b r=v, r-&=b, - UV=0Q;, V-&=0y, (2.61)

der dei tilsvarande lgysingane er

r=0"1.v, r=b.d71, =010, U=0, -0, (2.62)

Dyaden @ x v er nyttig i fleire samanhengar:

m
Definisjon 2.14 Lat ® = Y  a;b; Da har vi

i=1
m m

v><<I>:Zv><aibi og @xv:Zaibixv.
i=1 i=1

Vidare har vi da fslgjande relasjonar
(Pxv) r=&-(vxr), r-(vx®)=(rxv) D,
r- (Pxv)=(r-®)xv, (vx®) r=vx(d-r).
Set vi ® lik I i desse relasjonane far vi
(Ixv)-r=vxr, r-(vxI)=rxv (2.63)
r-(Ixv)=rxv, (vxI)-r=vxr. 2.64)
Av dette folgjer det at
Ixv = vxI, (2.65)
(Ixv), = —Ixv. (2.66)
Vi har at I x v-dyaden er antisymmetrisk og planar sidan den transformerer
alle vektorar til vektorar som er loddrett pa v. Fra definisjon 2.14 finn vi

at

O - (Ixv)=Pxvog (Ixv) - P=vx?d. (2.67)
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Dette resultatet viser at vi kan alltid omforma eit vektor produkt til eit
dyadisk produkt med dyaden I x v.
For vilkarlege vektorar u,v,r har ein

[Ix(uxv)-r=(uxv)xr=(vu—uv)-r, (2.68)
slik at vi finn

I'x(uxv)=vu—uv. (2.69)

Teorem 2.12 Lat ® =Y ab; og ¢=-P., w & > a; xb,.
i=1 i=1

Da er )
d=——Txw.
2

Prov: Sidan ® = —®, har vi

20 =3 —-®. = > (ajb; —bsa;)
i=1
:_le(aixbi) = —JIxw
i=1

Q.E.D.

2.3.8 Invariantar

Definisjon 2.15 Med invariant skal vi meine storleikar som er uavhengige
av kva koordinatsystem ein representerer vektoren eller dyaden i.

Merk at operasjonane skalarprodukt og vektorprodukt kan definerast utan
referanse til koordinatsystem. Det same gjeld naturlegvis det ubestemte vek-
torproduktet.

m

Definisjon 2.16 Lat dyaden ® = > a;b; wvera gjeven, vi definerer da
i=1

folgiande invariantar:
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i,5=1
1 Mm
g2 = 5 > (aixay)-(b;xby),
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Skalarane ¢1, ¢o og ¢3 er gjerne kalla den fgrste, andre og tredje skalaren
til @, v vert kalla vektoren til ® og ®, vert kalla den andre dyaden av
®. Oppgave: Skriv ut desse invariantane nar vi har

® = al + bm + cn. (2.70)

Teorem 2.13 FEin dyade er symmetrisk dersom og berre dersom vektorin-
varianten er nullvektoren.

Alle dyadar ® kan etter teorem 2.7 skrivast som

O =S+A. (2.71)

Der S=3(®+®.), A=3(®— ).
Vektoren til S: Lat S = Ya;b; der Yab; = Yb;a; da S er symmetrisk,

vs:Eaixbi:Ebixai = vyg=—-Vs = vg=0. (272)

Fra teorem 2.12 har vi

1
A:—§IXVA, (273)
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der v, er vektoren til A som ogsa er vektoren til &, sidan vektoren til
S er nullvektoren. Altsa finn vi

1 1
b = §(<I> +d,) — 5[ XV, (2.74)
eller
=P, - I xvV. (2.75)
Q.E.D

Teorem 2.14 Det er eit turvande og tilstrekkeleg vilkar for at ein dyade

skal vera:
komplett ¢3#0,

planar ¢3 =0, P3#0,
lineer ®y =0, PHO0.

Prov: Lat dyaden vera representert som

® = al+bm+cn,
¢3 = [abc] [lmn] )

slik at ¢3#0 = [abc]#0 og [lmn]#0. Dette viser forste leddet i
teoremet.

¢3 =0 < [abc] = 0 eller [lmn] = 0. (2.76)

Dyaden er da enten planar, linezr eller null-dyaden.

Py=axblxm+axclxn+bxcmxn. (2.77)

Anta at [abc] # 0. Dersom dyaden er linezer, ma vi ha 1||m|n og ®3 = 0.
Vidare har ein at: ®3 = 0 og [abc] # 0 = 1|m||n eller m = k11 og n = kol
som gjev @9 = (a+ k1b + koc)l som syner at dyaden er lineser sidan ® # 0
Dette syner siste del av teoremet.

Vidare har ein dersom ®5 # 0, kan ikkje dyaden vera lineser. Difor sidan
dyaden er singulaer (og ikkje lik null-dyaden), ma vi ha at den er planar.
Dette viser andre delen av teoremet.

Q.E.D.
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2.3.9 Den adjungerte dyaden

m
Lat ® =3 a;b;, som har den andre dyaden
Z:ll "
<I>2:§ Z aixajbixbj,
ij=1
har eigenskapen:

Teorem 2.15 & - ux & v==>9- (uxv).

Prov:
m m
. uxd-v = Zaibi-ux Zajbj-v,
i=1 Jj=1
m,m m,m
:Z aixaju-bibj-v = Z anaiU'bjbi'V,
i,j=1 i,j=1
1m,m
. uxd-v = 52 u-(bibj—bjbi)-vaixaj.

ij=1

Merk at ein kan byta om indeksane 7 og j i den eine av formlane ovanfor og
det svarar til nytt namn pa summasjons- indeksane.

Det siste resultatet far ein ved & ta halve summen av utrykka i den fgregaande
formelen.

Noer: ux(vxw)=(vw—wv)-u,
og vi far

1
<I>-u><<I>-v:§Eaixajbixbj-(uxv). (278)

Her har vi ogsa nytta at vi kan byta om x og - i volumproduktet u-(vxw).
Resultatet er at

P -uxd - v==>y- (uxv). (2.79)
Q.E.D.

Definisjon 2.17 Den konjugerte av ®o kallast den adjungerte av ®. Vi
har ®, = ®q.
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Teorem 2.16 & - &, = @3] eller ' = Lo, .

1
3
Prov:

Vi skriv ® = al + bm + cn med

®;, = axblxm+axclxn+bxcmxn,

®, = Ixmaxb+lxnaxc+mxnbxc,

®-P, = [Ilmnjabxc+[mlnbaxc
+ [nlm]c a x b
= [lmn]{abxc+bcxa+caxb}.

Lat det resiproke settet til a,b,c vera a',b! og c!, da har vi

al = b xc
~ Jabc]’
cxa
b! =
[abc] ’
o o ax b
~ [abc]
Altsa
®-Pd, = [lmn|[abc] {aa1 + bb! + ccl}
= ¢3l.

Q.E.D.
Merk at vi har da ein ny mate til 4 bestemma den inverse dyaden pa.

2.3.10 Eigenvektorar

Definisjon 2.18 FEin vektor e som stettar likninga ® - € = Ae er ein
etgenvektor til dyaden ® og A er eit eigenverde.
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Vi ser at eigenvektorane er slik at alle punkt som ligg pa ei rett line te,
vert avbilda pa denne lina. Dette er difor ein invariant retning for transfor-
masjonane formidla ved dyaden ®. Vidare ser vi pa grunn av linearitet og
homogenitet at ein kan normera e slik at e-e=1. Sidanvihar I-e=e
kan vi ogsa skriva dyade eigenverdi likninga som

(@ —\)-e=0. (2.80)
Lat oss sa skriva
=0\, (2.81)
der
® = al+bm+cn, (2.82)
¥ = a(l-Xa')+b(m— b)) +c(n—Ac!), (2.83)

og a',bl c' er det resiproke settet til abc, som er valt som eit ikkje
koplanart sett.

Det er klart at likn.(2.80) betyr at A\ ma veljast slik at ¥ er singuleer,
kvifor? Sidan [abc]|#0, ma vi da ha

(1-Xa') x (m—AbY)-(n—Xc!) =0
[lmn] — A {[a'mn] + [Ib'n] + [lmc'] |

+22{[a'b'n] + [a'me!] + [Ibe!]} — Aa'ble!] =0

No har vi at

Al b xc
~ [abc]’
cxa
b! =
[abc] ’
© = [abc] ’

slik at vi far
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(bxc)-(mxn) (cxa)-(nx1l) (axb):(Ixm)

[mn} = A [abc] [abc] [abc] }
pa-l+rb-m+c-n »o
A [abc] [abc] 0,
eller
[abc|[lmn] — A{(axb)-(Ixm)+(bxc)-(mxn)+(cxa-(nxl)}

+ M{a‘-l+b-m+4c-n} -2 =0.

Og dette kan skrivast meir kompakt som

A3 — /\2¢1 4+ Ao — ¢p3=0. (2.84)

Dette kallar ein gjerne for eigenverdi-likninga til ®-dyaden. ! Til vanleg vil
denne likninga ha tre rgter A1, Ao, A3 og til kvar av desse verda av A vil
det svara ein eigenvektor. Desse rgtene kallar ein eigenverda til dyaden.

Vi har at

O1 =AM+ A2+ A3, d2 = Ao+ AiA3 + Aad3, d3 = A A3 (2.85)

Rotene )\; kan vera reelle eller komplekse, dei kan alle vera ulike eller det
kan vera samanfallande rgter.
Néar ein skal bestemma retningen for eigenvektoren svarande til ein viss
A = Ay, skal vi forst ga ut frd at ¥ er planar, altsa
(A)

U=dr+es=o— \I, (2.86)

lat A vera kompleks, altsa A\ = o+ 4. Vi ma da tillata at eigenvektoren
er kompleks: e = a + ib, altsa

[@ — (a+iB)I]- (a+ib)=0. (2.87)

Vi skal ga ut fra at @ er reell og da finn ein ved & ta real del og imaginger
del av (2.87) at

Det er naturlegvis ikkje tilfeldig at dei tre skalarinvariantane er definerte slik at dei
gjev koeffisientane i eigenverde likninga. Dette er elles eit nytt prov pa at desse skalarane
er invariantar.
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®-a—aa+b=0, (2.88)
& b—ab—fa=0. (2.89)

I dette hovet (P reell), kjenner vi ogsa eit anna eigenverde Ao. For ved a ta
den kompleks konjugerte av likn.(2.87) finn ein

[@ — (o —iB)]] (a—ib) =0. (2.90)

Altsa vil den komplekskonjugerte av A1 o0gsa vera eit eigenverde, og den
kompleks konjugerte av eigenvektoren vil vera den tilhgyrande eigenvek-
toren.

Sidan vi har
U.(a+ib)=0, (2.91)
og at ¥ er planar, har vi
U =dr +es, (2.92)

og da vil a+ib =r x s vera ein vektor som stettar likn.(2.91), altsa ein
eigenvektor. Vi har dessuten vist at

a—ib=(rxs)", (2.93)

ogsa er ein eigenvektor svarande til A = A]. Dersom A er kompleks, altsa
A=a+if8, §#0, sa kan ikkje a vera parallell med b, for vi har

¢ - (a—ib) = (a—1if)(a—ib), (2.94)
og dersom
b = ka =

¢-a(l—ik) = (a—iB)(1—ik)a,
b.a = (a—if)a = [=0.

(B) Dersom ¥ er lineser har vi

¥ = gh. (2.95)
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Alle vektorar e i planet loddrett pa h vil da stetta likninga

U.e=0, (2.96)

og alle retningar i dette planet er difor invariante retningar. Men vi kan

spesielt velja to ortogonale retningar i dette planet som ein basis for alle

desse vektorane.

(C) Til slutt har vi det tilfellet at ¥ er null-dyaden. Da er alle retningar

invariante retningar.

Vi skal sja pa eit dgme med den andere dyaden.

Lat W/ =®-u og v/=®-v. Da har vi
uUxv=0-ux® -v=>- (uxv).

Dersom no u X v er ein eigenvektor for ®o, altsa
Oy (uxv)=Auxv), (2.97)
sa har vi

uxvi=luxv. (2.98)

Dette viser at eit invariant plan for ® star loddrett pa ein invariant retning
for ®s.

2.3.11 Symmetriske dyadar

Vi repeterer at nar ® er symmetrisk har vi ® = ®,.
Teorem 2.17 Symmetriske dyadar har relle eigenverde og eigenvektorar.

Ga ut fra at A = a+ 8. Da kan vi gjera fglgjande utrekningar:

®-(a+ib) =(a+if)(a+ib) | a—ib
¢.(a—ib) =(a—if)(a—ib) | a-+ib
[(a+iB8) — (a—iB)] |a+ib|*=0 (2.99)

2i3|a+ib [?=0 = 3=0 (2.100)
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B=0 = (2.101)

¢-(a+ib) = ala+ib) =
®.-a=oaa, ®-b=ab.

b er da med i klassen av lgysingar for a, sidan dei to siste likningane er like.
Vi kan da velja b = 0.

Teorem 2.18 FEigenvektorane til symmetriske dyadar svarande til ulike eig-
enverde er ortogonale.

Prov:

d-e; =Me;, D e = e
e-P-eg=e-P-ey >
(A1 —X2)ep-e2 =0,
AMFX = e;-e=0.

Q.E.D.

Teorem 2.19 Dersom eigenverdelikninga har tre ulike roter, sa kan ein
skriva

d = A\qii + Aojj + Askk,
der i, j, k er ein ortogonal kartesisk basis.

Vi har da at den tilsvarande matrisa er diagonal. Fra teorem 2.2 og teorem
2.18, kan ein lett visa dette. Provet overlet vi til lesaren.

Dersom to rgter er samanfallande vil det til Ay = A3 svara to eigenvektorar
som er ortogonale. Vi har da dersom A;# Ao = A3 at

O = M\ii+ Ap(jj + KK) . (2.102)
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Svarande til den multiple rota Ao har vi da eit heilt plan der alle vektorane
i dette planet er eigenvektorar.

Dersom alle tre eigenverda er samanfallande A1 = Ay = A3 = A, kan ein
visa at

d=\. (2.103)

I dette hgvet er alle retningar ein eigenvektor.

Teorem 2.20 FEin symmetrisk dyade kan alltid skrivast som
® = aii + Fjj + v7kk,
der i,j og k er eigenvektorane svarande til eigenverda o, 3,7v. Og vi har

1 1 1
&t = —ii+ =jj + —kk,
a p g

By = fyii+ avij + afkk = B,
" = a"ii+ B"jj +7"kk .

Vi overlet provet av dette til lesaren.

2.4 Hamilton-Cayley likninga
Vi startar med a skriva

U=0-—A. (2.104)

Fra teorem 2.16 har vi

U, =yl = FON)I. (2.105)

Sja likn.(2.84) og likningane som fgrer fram til denne for detaljar. Vidare
har vi fra den maten vi har representert W pa i likn.(2.83) at

¥ =a(l—Aal) +b(m — Ab!) +c(n— Ac'), (2.106)
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og VU, er etter definisjon 2.17 slik at vi kan skriva
U, =A+ B+ \2C,
der A, B og C er dyadar som er uavhengige av A.
Fra likn.(2.105) finn vi no
(® — AI)- (A +AB 4+ M2C) = (¢3 — doX + p1 A2 = AT, (2.107)

Sidan likn.(2.107) er ein identitet i A, sa fglgjer det at

DA = ¢, (2.108)
®B-A = —g¢ol, (2.109)
®-C-B = ¢, (2.110)

-C = -I. (2.111)

Multipliserer vi no likningane (2.108), (2.109), (2.110) og (2.111) etter tur
med I, &, ®? og 3 og adderer desse likningane, sa far ein

3] — po® + 1 P% — B3 =0.

Vi ser da at vi far ei likning f(A) = 0 med X innsett ® dyaden og konstant
leddet bytt ut med same leddet multiplisert med einings dyaden. Dette er
Hamilton - Cayley likninga. Resultatet gjeld alle dyadar i R3.
Ein kan ogsa visa tilsvarane resultat for kvadratiske matriser i R™.

Minimal likninga

Jamvel om alle dyadar stettar Hamilton - Cayley likninga, sa kan det hende
at dei stettar ei tilsvarande likning av mindre grad i A. Vi har til dgmes
dersom

®—-A=0

for eit eigenverde A = A1, sa er dette ei likning av mindre grad og vi har
i dette tilfelle at minimal likninga for ® er linezer. Dersom dyaden & kan
skrivast som
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= \1,

sd har vi U = & — AT = (A\; — A\)I med f(\) = (A — A\1)? og vi har Hamilton
- Cayley likninga

(®—MI)P=0

Merk at produktet av to dyadar kan godt vera null-dyaden utan at nokon
av faktorane er null-dyadar.

Dette temaet kan utdjupast vidare, men det vert ikkje hgve til det her.

2.5 DERIVASJON

Vi kan godt ha at ein dyade er funksjon av ein parameter eller av romkoor-
dinatane. Vi definerer den deriverte av ein dyade i samsvar med vanleg méate
& definera ein derivert pa. Lat oss sja pa ein dyade med berre eitt ledd:

® = ab
d - . D(t+ At) — D(2)
%q> N Alirilo At
. a(t+ At)b(t + At) — a(t)b(t)
= lim
At—0 At
da db

Her har vi gatt ut fra at dyaden er funksjon av parameteren t. Alt gar
pa vanleg mate bortsett fra at ein méa passa pa rekkjefplgja av faktorane i
det ubestemte vektorproduktet. Dersom dyaden er samansett av fleire ledd,
sa ser ein lett at den vanlege regelen om derivasjon av ein sum gjeld ogsa
for dyadar. Dersom ein har derivasjon med omsyn pa romkoordinatane ser
ein lett at resultatet ovanfor gjeld nar ein erstattar vanleg derivasjon med
partiell derivasjon. Vi kjem attende til dette i neste bolk.
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2.6 Sluttmerknad

Ubestemte vektorprodukt kan utvidast til fleire faktorar enn to. Ein far
da dyadar, triadar o.s.b. Vi har da vore innom omgrep som skalar, vektor,
dyade, triade o.s.b. alle desse omgrepa skal vi seinare (bolk 6) samla i eitt
omgrep tensor.

Oppgaver:

1. Dersom tre punkt u,v,w paellipsoiden r-®-r = 1 stettar likningane
u-®v=v-d-w=w-®&-u=0,

sa seler ein at desse posisjonsvektorane u,v,w lagar eit konjungert
sett.

Vis at:

(a) Vektorsetta u,v,w og ®-u, &-v, & -w, er resiproke sett.
(b) ! =uu+vv+ww.

(c) For alle konjungerte sett u,v,w pa ellipsoiden r-®-r =1, sa
er
u-ut+v-v+w-w og [uvw] ,

konstantar.

2. For ein vilkarleg dyade & skal ein visa at

u-dPv—-v-d-u=¢-uxv

der ¢ er vektoren til @ .

3. Visat ab xc+bc xa+cax b= |abc] .



Kapittel 3

UTVALDE EMNE FRA
VEKTORANALYSEN

3.1 GRUNNLEGGJANDE OMGREP

3.1.1 Definisjonar

Vi skal i dette avsnittet sja pa gradient, divergens og kvervling (hvirvling,
curl, rot).

Gradienten til ein skalarfunksjon ¢(z1,z9, x3) der 1,9, x3 er karte-
siske rettvinkla koordinater er gjeven som

Definisjon 3.1

Vo iOfei§—¢ (e;,i=1,2,3 er einingsvektorar). (3.1)
T

Divergensen til ein vektorfunksjon v(z1,x9,x3) der v = (v1,v9,v3) er
gjeven som

Definisjon 3.2
def %

Vv & .
Vo= ox;

(3.2)

Kvervlinga (curl) til ein vektorfunksjon v(z1,z9,z3) er gjeven som

41



42 KAPITTEL 3. UTVALDE EMNE FRA VEKTORANALYSEN

Definisjon 3.3

V xv i@f%eijkek. (3.3)
alEi

Vi har her brukt summasjonskonvensjonen til Einstein, d.v.s. like indeksar
skal summerast fra 1 til 3 og permutasjonssymbolet ¢;;; er 0 dersom to
indeksar er like. Dersom alle indeksar er ulike er ;5 lik +1 nar ijk er ein
jamn (syklisk) permutasjon av 1, 2, 3 og -1 nar ijk er ein odde permutasjon
av 1, 2, 3.
Alle desse omgrepa er definerte og brukte 1 M 112, sa vi skal berre kort gje
ei fysisk tolkning av dei.

3.1.2 Gradient

Gradientar kan tolkast som syntesen av alle dei retningsderiverte, pa den
méaten at projeksjonen av gradientvektoren pa ein gjeven retning, repre-
senterer den retningsderiverte av ¢ 1 denne retningen. Vi har ogsa at
Vé(x10, T20, T30) er ein normalvektor til nivaflata

¢(z1, 2, 23) = K (K er konstant), (3.4)

som gar gjennom punktet (z19, 20, x30), d.v.s. K = ¢(x10, 220, Z30)-

3.1.3 Divergens

Divergensen til vektoren v kan vi gje ei fysisk tolking med & sja pa volu-
mintegralet

/V (V-v)dT:/v-da. (3.5)

S
Her har vi brukt Gauss integralsats (divergensteoremet). V er eit volum
og S den flata som avgrensar volumet. Lat volumet V', som vi integrerer
over, vera lite. Ved & bruka mellomverde setninga for integral veit vi at det
finst eit punkt (z1,z9,23) € V' slik at

/ (V-v)dr =V -v(xq, x9, :133)/ dr =VV -v(x1,z9,x3). (3.6)
\%4 \%4
Altsa

Jsv-do ‘ (3.7)

V'V($1,ZE2,ZE3) = v
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Dersom vi let V' ga mot null, slik at alle diametrar i V' samstundes gar
mot null, vil vi i grensa fa definert eit punkt som kan vera vilkarleg. Difor
har vi

. Jgv-do

V-v—‘l/lin)OT. (3.8)
Sidan [qv-do er eit mal for netto fluks av vektorfeltet v ut av flata S,
sa ser vi at V -v kan tolkast som nettofluksen ut av eit punkt i rommet.
Dersom vi ser pa feltlinene til vektorfeltet v (vi skal koma attende til
desse), sa vil feltliner oppsta nar V -v > 0, eller bli borte nar V-v <0, i
det punktet vi ser pa. Vi talar i dette tilfellet om kjelder og sluk.
Dersom V -v =0 i eit gjeve omrade, sa kan det ikkje oppsta nye eller bli
borte feltliner i dette omradet. Eit slikt felt gar gjerne under namnet eit
divergensfritt eller eit solenoidalt felt. Eit dgme pa eit slikt felt er det mag-
netiske feltet. Ein konsekvens av dette er at det ikkje eksisterer magnetiske
monopolar. Trass i mange iherdige forsgk pa & leita etter slike har ein en-
no ikkje lukkast i & finna magnetiske monopolar, konsekvensen av dette er
konsist matematisk formulert i

V-B =0 (B er magnetisk feltvektor), (3.9)

som er ei av Maxwells likningar.

For eit felt som ikkje er divergensfritt taler ein gjerne om kjelder og sluk
for feltet. Feltlinene tek til i ei kjelde og blir borte eller sluttar i eit sluk.
Eit dgme pa dette er det elektriske feltet. Feltlinene startar pa dei positive
ladningane (kjeldene) og sluttar pa dei negative ladningane (sluka).

3.1.4 Kvervling (curl)

Kvervlinga (curl) til eit vektorfelt kan vi gje ei fysisk tolkning ved a sja pa
flateintegralet (ved bruk av Stokes sats)

/S(va)-da:/v-dr. (3.10)

C
Her er C' eilukka kurve og S er ei flate som har C' som rand. Vikan tenkja
oss at vi vel ei lita plan flate som har ein flatenormal som fell saman med
ein av koordinataksane, t.d. zi-aksen. Ved bruk av mellomverde- setninga
har vi da at

Je, v-dr

A1

[V X v(z1, 22, 23)]K =
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der k star for k-komponenten, ved & ga til grensa slik at alle diametrar i
Ay gar mot null samstundes finn vi at

-d
[V X V] = lim w

3.12

Integralet [~ v -dr kallar ein gjerne for sirkulasjonen til vektorfeltet v
relativt til kurva C.

Dersom vi let v vera det vektorfeltet som svarar til veeskefarten i ei vaeske,
sa kan ein visa at sirkulasjon svarar til det anguleere momentet eller spinnet
til ein vaeskepartikkel. Difor er det eit vanleg symbol i litteraturen & skriva

rotv=curl v=V x v. (3.13)

Meir generelt kan vi sja pa V x v#0 som ei anna form for kjelde til
vektorfeltet v. Kjelder til vektorfeltet;

V-v#0o0g Vxv#0 (3.14)

spelar ei fundamental rolle i teorien for vektorfeltet og vi skal koma attende
til dette. Men det er ikkje berre slike felt som er viktige, vi kan ogsa ha

V-v=00gVxv=0. (3.15)

Denne klassen av felt kallar vi for Laplace-felt.
Vxv=0 = v=Vy,
V-v=0 = V?%) =0 (Laplace likning).

Loysingar av Laplace likningar spelar ei sentral rolle i anvendt matematikk.

3.2 VEKTOR IDENTITETAR

Ut fra definisjonen av V (grad- eller del-operatoren), bruk av summasjon-
skonvensjonen og manipulering med skalar og vektorprodukt, og utvikling
av slike produkt, er det lett & visa ei rad med identitetar. Vi skal skriva opp
dei mest vanlege og overlata til lesaren & visa dei:



