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Kapittel 1

ROMKURVER

1.1 INNFØRING

Fr̊a problemet med å studera kurver i planet (x, y -planet) veit vi at ein kan
definera ei kurve ved hjelp av ei parameter framstelling

x = φ(t) og y = ψ(t) . (1.1)

For eit fast verde av t = t0 vil vi f̊a eit fast verde av x og y, dersom funksjo-
nane φ og ψ er eintydige (x = x0 = φ(t0) og y = y0 = ψ(t0)). Vi seier d̊a
at (x0, y0) definerer eit punkt i planet. N̊ar t varierer innafor eit intervall
t.d. t ∈ [a, b] , s̊a vil likn. (1.1) definera ei punktmengde i planet. Denne
punktmengda kallar vi ei kurve. No er det eit problem i analysen å bli samde
om kva slag type punktsamlingar det er rimeleg å kalla kurver. Det er ogs̊a
visse problem knytt til det å definera kva ein meiner med lengda av ei kurve,
eller eit kurvestykke. Vi skal ikkje g̊a inn p̊a desse problema her p̊a annan
m̊ate enn at vi skal avgrensa oss til kurver der slike problem ikkje dukkar
opp. I tre dimensjonar er det rimeleg å definera ei kurve som

x = φ(t) , y = ψ(t) , z = χ(t). (1.2)

Vi seier d̊a at vi har ei parameterframstelling for ei tredimensjonal kurve,
ei romkurve. For eit fast verde av t = t0 har vi x = x0 = φ(t0), y = y0 =
ψ(t0), z = z0 = χ(t0). Vi skal kalla dei elementa i R3 som er definerte ved
koordinatane x0, y0, z0 for punkt p̊a romkurva. Dersom funksjonane φ, ψ og χ
er eintydige, s̊a vil det vera eitt og berre eitt punkt P0 med koordinatar
(x0, y0, z0) svarande til t = t0. Til punktet P0 kan vi tilordna ein vektor som
startar i origo og sluttar i P0, det vi skal kalla posisjonsvektoren til P0. Vi
skriv

1



2 KAPITTEL 1. ROMKURVER

r = r(t) = φ(t)e1 + ψ(t)e2 + χ(t)e3 , (1.3)

der e1 = {1, 0, 0}, e2 = {0, 1, 0}, e3 = {0, 0, 1} er ein ortonormal kartesisk
basis. Posisjonsvektoren til P0 er d̊a r(t0). Det er no kl̊art at r(t) gjeven ved
likn. (1.3) definerer ein vektor- funksjon av ein variabel. Legg merke til at

det er ikkje turvande at alle funksjonane φ(t), ψ(t) og χ(t) er ein eintydige
for t ∈ [a, b], for at vektorfunksjonen r skal vera ein eintydig. Vi skal straks
sj̊a eit døme p̊a det, men først skal vi formelt definera kva vi meiner med ei
romkurve.

Definisjon 1.1 Lat r = r(t) vera ein vektorfunksjon med t ∈ [a, b]. Bilet-
mengda Γ = {r : r = r(t), t ∈ [a, b]} kallar vi for ei romkurve. Vi kallar t
for ein parameter og seier at

r(t) = xi(t)ei (1.4)

er ei parameterframstelling av romkurva. Dersom vi vidare har at r er:
1) ein-eintydig
2) har ein kontinuerleg derivert
3) har |drdt | 6= 0 ,
s̊a seier vi at romkurva er regulær, og har ei regulær parameter framstelling.

Merk at vi ovanfor har nytta det som gjerne vert kalla Einsteins summasjons
konvensjon. Denne konvensjonen seier:
Dersom ein har to like indeksar i eit uttrykk eller p̊a ein storleik,
s̊a skal ein summera over denne indeksen fr̊a 1 til n, der n er det
største verdet indeksen kan ha.

Omgrepet romkurve er etter definisjon 1.1 knytt til ei mengde, eller ei punk-
tsamling i R3. Ei og same romkurva kan genererast av ulike parameter-
framstellingar. Lat oss sj̊a litt p̊a det. Lat

r = r(t) = xi(t)ei ≡ x1(t)e1 + x2(t)e2 + x3(t)e3 . (1.5)

vera ei gjeven romkurve. Definer ein ny skalarfunksjon slik at t = φ(u)
og φ′(u) 6= 0, u ∈ [a′, b′] n̊ar t ∈ [a, b], og tre nye skalar-funksjonar x =
xi(u) , i = 1, 2, 3, slik at

xi(u) = xi{φ(u)} . (1.6)

Vi har d̊a at
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r = r(u) = xi(u)ei (1.7)

er ei romkurve som fell saman med kurva gjeven ved likn. (1.5). Vis dette.
Vi seier at romkurva er gjeven ved ei anna parameter-framstelling. Ved
derivasjon av likn. (1.7) f̊ar vi

dr
dt

=
dr
du

du

dt
=
dr
du

1
φ′(u)

, (1.8)

og d̊a r = r, har vi dr
dt = dr

dt som til saman gjev

|dr
du

| = |dr
dt

||φ′(u)| = |dr
dt

|φ′(u) . (1.9)

Fr̊a likn. (1.9) ser vi at

φ′(u) 6= 0 , u ∈ [a′, b′] , (1.10)

er b̊ade eit nødvendig og tilstrekkeleg vilk̊ar for at den nye parameter-
framstellinga skal vera regulær. Vilk̊aret, likn. (1.10) heng saman med det
inverse funksjonsteoremet. Berre n̊ar φ′(u) 6= 0 vil det vera ein-eintydig
samanheng mellom u og t. I det følgjande skal vi studera regulære romkurv-
er. I likn. (1.9) har vi g̊att ut fr̊a at at φ′(u) > 0 . Kvifor kan vi gjera eit
slikt val?

Døme: Skrulina eller ein heliks er gjeven ved

r = r(t) = sin t e1 + cos t e2 + t e3 . (1.11)

Skisser denne kurva.

1.2 BOGELENGDA

Bogelengda for ei regulær romkurve er definert tilsvarande som for plane
kurver.

Definisjon 1.2 Lat r = r(t), t ∈ [a, b] vera ei reguler romkurve. Bogelengda
s fr̊a a til b er d̊a:

s =
∫ b

a
|r′(t)|dt . (1.12)
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For regulære romkurver er r′(t) kontinuerleg, difor vil alltid “bogelengde
integralet” eksistera for slike romkurver.

Oppg̊ave: Finn bogelengda for skrulina fr̊a t = 0 til t = 4π.

1.3 TANGENTVEKTOREN

Lat det vera gjeven ei regulær romkurve r = r(t) . Vi ser p̊a vektoren

∆r(t) = r(t+ ∆t) − r(t) . (1.13)

Denne vektoren kan vi geometrisk tolka som korden mellom punkta p̊a
romkurva som har parameterverdiane t og (t+ ∆t).

Tangentvektoren (kordevektoren)

N̊ar vi g̊ar til grensa ∆t→ 0 , s̊a vil vi f̊a ein vektor med ein retning som er
grense-retningen for denne korden. Det er rimeleg å kalla dette for tangent-
retningen.

Definisjon 1.3 Lat r = r(t), t ∈ [a, b] definera ei regulær romkurve. Tan-
gentvektoren til denne romkurva har d̊a same retning som dr/dt.

Døme: Lat kurva vera plan, alts̊a

x1 = φ(t) , x2 = ψ(t) , x3 = 0 (1.14)
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Vi har d̊a

dr(t)
dt

= φ′(t)e1 + ψ′(t)e2 . (1.15)

Fr̊a definisjonen av tangenten til ei plan kurve i punktet med parameter
verdi t = t0, har vi at likninga for denne er

(x2 − ψ(t0)) =
ψ′(t0)
φ′(t0)

(x1 − φ(t0)). (1.16)

Eller p̊a vektorform

r = r0 + (φ′(t0)e1 + ψ′(t0)e2)τ , (1.17)

der
r0 = φ(t0)e1 + ψ(t0)e2 og τ ∈ [−∞,+∞], (1.18)

er ein parameter. Vi ser d̊a at dr(t)/dt er parallell med denne rette lina.

Oppg̊ave: Finn tangentvektoren til skrulina

r = cos t e1 + sin t e2 + t e3 . (1.19)

Fr̊a definisjon 1.3 har vi at einingstangentvektoren T til romkurva r = r(t)
er gjeven ved

T =
dr/dt
|dr/dt| . (1.20)

Vi har før sett at vi st̊ar fritt til å velja mellom ulike parameter framstellingar
av ei romkurve. Lat oss no velja bogelengda s gjeven ved (definisjon (1.2) )
som parameter. Alts̊a,

s = s(t) =
∫ t

a
|r′(τ)|dτ, (1.21)

der t ∈ [a, b] . Vi har d̊a at

dr
dt

=
dr
ds

ds

dt
=
dr
ds

|r′(t)| , (1.22)

som syner at
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dr
ds

= T. (1.23)

Dette resultatet gjer at mange formlar vert enklare n̊ar ein brukar bogeleng-
da som parameter. Overgangen fr̊a ein vilk̊arleg parameter t til bogelengda
s, f̊ar ein d̊a ved å bruka likn.(1.22). Merk at

d

dt
=
ds

dt

d

ds
= |r′(t)| d

ds
, (1.24)

eller

d

ds
=

1
|r′(t)|

d

dt
. (1.25)

1.4 KRUMMING

Som eit m̊al for krumminga til ei romkurve skal vi sj̊a p̊a kor fort tangentvek-
toren T(s) skifter retning n̊ar vi g̊ar langs romkurva. (Merk at vi no brukar
bogelengda som parameter). Eit m̊al for dette f̊ar vi ved å derivera T(s).

dT
ds

= κN . (1.26)

Her har vi pr. definisjon at N er hovudnomalvektoren til kurva og N ·N = 1.
Likn. (1.26) definerer difor to nye omgrep: (1) Hovudnormalvektoren og (2)
Krumminga κ ≥ 0.

Døme: Lat

r(t) = φ(t) e1 + ψ(t) e2 , (1.27)

vera ei plan kurve, vi har d̊a

T =
φ′(t)e1 + ψ′(t)e2

{φ′(t)2 + ψ′(t)2} 1
2

, (1.28)

og
dT
ds

=
dT
dt

dt

ds
=
φ′′ψ′ − ψ′′φ′

(φ′2 + ψ′2)
3
2

ψ′e1 − φ′e2

(φ′2 + ψ′2)
1
2

. (1.29)

Gjennomfør mellomrekningane! Legg merke til at dT/ds st̊ar loddrett p̊a
T . Vis dette! Vi har difor at N ogs̊a st̊ar loddrett p̊a T.
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For φ(t) = t og ψ(t) = f(t) har vi at y = f(x) , vi f̊ar d̊a

dT
ds

=
|f ′′|

(1 + f ′2)
3
2

N. (1.30)

Alts̊a har vi dei to alternative formlane

κ =
|φ′′ψ′ − ψ′′φ′|
(φ′2 + ψ′2)

3
2

, (1.31)

og

κ =
|f ′′|

(1 + f ′2)
3
2

. (1.32)

Lat s̊a x1 = R cos t , x2 = R sin t , x3 = 0 . Alts̊a ein sirkel i planet
x3 = 0 med radius R. Vi har d̊a,

ψ′ = R cos t , ψ′′ = −R sin t , (1.33)

φ′ = −R sin t , φ′′ = −R cos t , (1.34)

κ =
R2(sin2 t + cos2 t)

R3(sin2 t+ cos2 t)
3
2

=
1
R
. (1.35)

Vi skal definera ρ = 1/κ som krummingsradien til romkurva med krumming
κ .

1.4.1 Binormal og torsjon

Tangentvektoren og hovudnormalvektoren definerer eit plan, smygplanet

eller oskulasjonsplanet. Finn likninga for dette planet!
Vi har at vektoren

B = T ×N , (1.36)

st̊ar normalt p̊a dette planet. B kallar vi for binormalvektoren til romkurva.
Merk at B p̊a same m̊aten som T og N er einingsvektorar. Eit m̊al for kor
sterkt romkurva “vrir” seg f̊ar vi ved å ta den deriverte av B. No har vi at

B · dB
ds

= 0 . (1.37)
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Kvifor?
Vidare har vi ved derivasjon av likn. (1.36) at

dB
ds

=
dT
ds

×N + T× dN
ds

. (1.38)

og vi har at dT/ds×N = 0 , kvifor? Likn. (1.36) viser difor at
vektoren dB/ds st̊ar normalt p̊a T og vi har ogs̊a at at same vektoren st̊ar
normalt p̊a B, kvifor? Av dette følgjer det at vektoren dB/ds m̊a ha same
retning som N og vi kan skriva

dB
ds

= −τN , (1.39)

der proporsjonalitetsfaktoren τ er definert som torsjonen til kurva.

Torsjonen til ei romkurve

Torsjonen τ er positiv dersom kurva er høgrevridd d.v.s. dersom ein legg
høgre hand rundt kurva med tommelfingeren i tangentretningen, s̊a vrir
kurva seg i retning av fingrane n̊ar τ > 0. Vis det ut fr̊a figuren ovanfor.
Tilsvarande seier vi at kurva er venstrevridd n̊ar τ < 0.
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1.5 FRENETS FORMLAR

Dei tre likningane

dT
ds

= κN , (1.40)

dN
ds

= −κT + τB , (1.41)

dB
ds

= −τN , (1.42)

kallar vi for Frenets formlar. Vi har alt vist den første og den siste av desse
formlane. Den andre kan ein visa slik:

N = B× T , (1.43)

dN
ds

=
dB
ds

× T + B× dT
ds

(1.44)

= −τN×T + B × (κN) (1.45)
= −κT + τB . (1.46)

Vi ser difor at eit m̊al for dreiinga til hovudnormalvektoren er K , der K er
gjeven ved

K = |dN
ds

| =
√
κ2 + τ2. (1.47)

Storleiken K kallar ein for totalkrumminga til kurva.

EIT FUNDAMENTALT TEOREM

Teorem 1.1 To romkurver som har same krumming og torsjon som funk-
sjon av bogelengda er kongruente.

Prov:

• Lat romkurvene ha likningane r = r1(s) og r = r2(s) med tilsvarande
tangentvektor, hovednormalvektor og binormalvektor T1,N1,B1 og
T2,N2,B2. Lat oss g̊a ut fr̊a at kurvene startar fr̊a same punkt og lat
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oss orientera dei slik at vektortrippela T1,N1,B1 og T2,N2,B2 fell
saman i dette punktet. Lat oss s̊a definera skalarfunksjonen

f(s) = T1 ·T2 + N1 ·N2 + B1 ·B2 . (1.48)

Bruk Frenets formlar til å visa at df/ds = 0 , alts̊a f(s) = k, der
k er ein konstant. Merk at f(0) = 3 , etter føresetnaden vi gjorde,
alts̊a er f(s) = 3 ∀ s . Men uttrykket for f(s) viser at f(s) ≤ 3 ∀ s,
og det er berre lik n̊ar dei to vektor trippela fell saman, alts̊a har vi
T1 = T2, N1 = N2, B1 = B2 ∀ s . Fr̊a den første av desse likningane
har vi at

dr1

ds
=
dr2

ds
→ r1 = r2 + a , (1.49)

der den konstante vektoren a m̊a vera nullvektoren. Kvifor? Vi har
difor at

r1(s) = r2(s) ∀ s, (1.50)

alts̊a fell romkurvene saman.

Q.E.D.

Oppg̊aver:

1. Vis at likninga for hovudnormalen kan skrivast som

R = r +
1
κ

d2

ds2
r u, u ∈ (−∞,∞) .

2. Vis at κ =| d2

ds2 r | .

3. Finn T,N og B for skrulina

r = {−a sin t, a cos t, bt} .

Finn ogs̊a, krummingsradius, torsjon og totalkrumning.

4. Vis at alle kurver som har krumning lik null m̊a vera rette liner.
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5. Vis at alle kurver som har torsjon lik null m̊a vera plane kurver.

6. Gjeve romkurva r(t) = {1+ t,−t2, 1+ t3}. Finn likninga for tangenten
i punktet med parameterverde t = 1. Finn likninga for normalplanet i
same punkt (planet gjennom hovudnormalen og binormalen).

7. Finn skjæringskurva mellom tangentane til skrulina

r(t) = {cos t, sin t, t} ,

og x− y-planet.

8. Vis at torsjonen for ei kurve

r = r(t) , er gjeven ved

τ =
[r′r′′r′′′]

| r′ × r′′ |2 .
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Kapittel 2

Dyadar

2.1 RESIPROKE VEKTORSETT

Definisjon 2.1 Gjeve eit sett av tre lineært uavhengige vektorar e1, e2, e3

∈ R3. Settet e1, e2, e3 ∈ R3 kallast det resiproke settet dersom følgjande
relasjonar er stetta

ei · ej = δj
i i, j = 1, 2, 3

der δ
j
i er Kronecker’s delta, som er null n̊ar i 6= j og elles lik ein.

Teorem 2.1 Det er gjeve tre lineært uavhengige vektorar. Det eksisterer d̊a
eit resiprokt sett av lineært uavhengige vektorar som er eintydig bestemt.

Prov: Lat dei tre lineært uavhengige vektorane vera e1, e2 og e3. Lat oss
g̊a ut fr̊a at det finst eit resiprokt sett og lat dette vera e1, e2 og e3. D̊a
har vi

e1 · e1 = 1 e2 · e1 = 0 e3 · e1 = 0
e1 · e2 = 0 e2 · e2 = 1 e3 · e2 = 0
e1 · e3 = 0 e2 · e3 = 0 e3 · e3 = 1

Den første lina av likningar syner at e1 st̊ar normalt p̊a e2 og e3 alts̊a
m̊a vi ha

e1 = λ(e2 × e3) , (2.1)

13
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og fr̊a e1 ·e1 = 1 har vi λ = [e1 e2 e3]−1. Tilsvarande finn vi for dei andre
vektorane e2 og e3, eit resultat som vi ogs̊a f̊ar ved syklisk permutasjon
av indeksane, alts̊a har vi

e1 =
e2 × e3

[e1 e2 e3]
, e2 =

e3 × e1

[e1 e2 e3]
, e3 =

e1 × e2

[e1 e2 e3]
. (2.2)

Vi ser at e1 e2 e3 er eintydig bestemt og vidare har vi

[e1 e2 e3] =
e2 × e3

[e1 e2 e3]
× e3 × e1

[e1 e2 e3]
· e1 × e2

[e1 e2 e3]
=

1
[e1 e2 e3]

6= 0 . (2.3)

Alts̊a er e1 e2 e3 lineært uavhengige. Q.E.D.
Vi har elles brukt notasjonen

[ab c] ≡ a · (b× c) .

Dette vert ofte kalla for volum-produktet eller boks-produktet”.

2.2 LINEÆRE VEKTORFUNKSJONAR

Dersom det til ein kvar vektor r ε R3 er tilordna ein vektor v ε R3, seier
vi at v er ein vektorfunksjon av r og skriv

v = f(r) . (2.4)

Ein vektorfunksjon er kontinuerlig i r = r0 dersom

lim
r→r0

f(r) = f(r0) . (2.5)

(Jfr. Apostol II 8.4)

Definisjon 2.2 Ein vektorfunksjon er lineær n̊ar

f(r + s) = f(r) + f(s) , (2.6)
f(λr) = λf(r) . (2.7)

for vilk̊arlege r, s og λ
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(Det kan visast at n̊ar ein vektorfunksjon er kontinuerlig og 2.6 er oppfylt,
s̊a følgjer 2.7 av dette.)
Vis at 2.6 og 2.7 medfører at ein lineær vektorfunksjon er kontinuerleg. Vink:
vis først at f(0) = 0.

Teorem 2.2 Ein lineær vektorfunksjon er eintydig bestemt n̊ar f(a1), f(a2)
og f(a3) er kjende, der a1, a2 og a3 er eit vilk̊arleg valt sett av vektorar
som ikkje er koplanare ([a1 a2 a3] 6=0).

Prov: Med a1, a2 og a3 som basis kan vi skriva

r = x1a1 + x2a2 + x3a3 . (2.8)

D̊a er

f(r) = x1f(a1) + x2f(a2) + x3f(a3) . (2.9)

Lat a1, a2, a3 vera det resiproke settet til a1, a2, a3 og

bi = f(ai) i = 1, 2, 3 . (2.10)

D̊a er

f(r) = r · aibi . (2.11)

Q.E.D.
Sidan ai og bi er kjende, er f eintydig bestemt. (Merk at xi = r · ai =
xjaj · ai = xjδi

j = xi).
Vi har alts̊a dette resultatet:

f(r) = r · (a1b1 + a2b2 + a3b3) = (b1a1 + b2a2 + b3a3) · r . (2.12)

Vi kan no oppfatta uttrykket i parentesen,

a1b1 + a2b2 + a3b3 , (2.13)

eller

b1a1 + b2a2 + b3a3 , (2.14)

som ein operator som formidlar den lineære transformasjonen gjennom ein
skalar multiplikasjon. Vi merkar oss at desse uttrykka, som er ein formell
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samanstilling av vektorar, ikkje sjølv kan vera ein vektor, sidan resultatet
ein f̊ar n̊ar ein skalarmultipliserer dette uttrykket med ein vektor vert ein
ny vektor. Uttrykk som dei ein har i 2.13 og 2.14 kallar ein gjerne for ein
sum av ubestemte vektorprodukt.

Definisjon 2.3 Ein sum av ubestemte vektorprodukt kallar vi ein dyade.

Lat dyaden Φ vera gjeven som

Φ =
n∑

i=1

ai bi . (2.15)

Vi kallar ai for førefaktorar og bi for etterfaktorar. Dersom ein stiller
spørsm̊alet om kva ein dyade eigentleg er, s̊a er det ikkje noko anna enn
ein formell samanstilling av vektorar. Vi har alt sett at dyaden har den
eigenskapen at n̊ar ein skalarmultipliserer med ein vektor framanfr̊a eller
bakanfr̊a, s̊a vert resultatet ein ny vektor. Men dei to vektorane ein f̊ar i
desse to tilfella er til vanleg ulike. Alts̊a er det ikkje det same kva side vi
multipliserer fr̊a. Noko liknande har vi alt kjennskap til fr̊a matrisemulti-
plikasjon med ein vektor. I det heile skal vi sj̊a at dyadar eigentleg er ei
alternativ form for matriserekning.

2.3 ALGEBRA FOR DYADAR

2.3.1 Reknereglar

Vi har alts̊a

r ·Φ =
n∑

i=1

r · ai bi , (2.16)

Φ · r =
n∑

i=1

ai bi · r . (2.17)

I det ålmenne tilfellet har vi at

r · Φ 6= Φ · r (2.18)
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Definisjon 2.4 To dyadar Φ og Ψ er like dersom og berre dersom Φ·r =
Ψ · r for alle r

Likskap medfører at s · Φ = s · Ψ for alle s. Lat s vera fritt vald. Tak
likninga

Φ · r = Ψ · r (2.19)

og skalar multipliser med s, d̊a f̊ar vi:

s · (Φ · r) = (s ·Φ) · r = s · (Ψ · r) = (s · Ψ) · r . (2.20)

Sidan det følgjer fr̊a konstruksjonen av ein dyade at det er det same i kva
rekkjefølgje ein utfører dei to skalarmultiplikasjonane. Fr̊a uttrykket

(s · Φ) · r = (s · Ψ) · r , (2.21)

eller

(s · Φ − s ·Ψ) · r = 0 , (2.22)

har vi at

s · Φ − s · Ψ = 0 , (2.23)

sidan r er vilk̊arleg. Alts̊a

s · Φ = s ·Ψ . (2.24)

Q.E.D.

Definisjon 2.5 Ein dyade Φ er null dyaden dersom og berre dersom Φ·r =
0 for alle r.

Vi har no at dersom Φ er nulldyaden, s̊a er ogs̊a

s ·Φ = 0 for alle s. (2.25)

Vis dette.
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Definisjon 2.6 Addisjon: Lat Φ og Ψ vera to dyadar d̊a er

(Φ + Ψ) · r = Φ · r + Ψ · r . (2.26)

Lat

Φ =
n∑

i=1

aibi og Ψ =
m∑

i=1

cidi , (2.27)

d̊a er

Φ + Ψ =
n∑

i=1

aibi +
m∑

i=1

cidi , (2.28)

og ein kan naturlegvis byta om rekkjefølgja p̊a addendane i desse summane
som ein vil. Den distributive lova gjeld for dyadar

a(b + c) = ab + ac . (2.29)

Dette viser ein lett ved å bruka definisjonen p̊a likskap. Vi kan s̊aleis utføra
multiplisering som i vanleg algebra, men ein m̊a alltid passa p̊a å ikkje byta
om faktorane i dei ubestemte vektorprodukta,

(a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd . (2.30)

Dersom λ er ein skalar, har vi

(λa)b = a(λb) = λab , (2.31)

der den siste skrivem̊aten førebels m̊a tolkast som ein av dei to første.

Teorem 2.3 Ein vilk̊arleg dyade over R3 kan alltid reduserast til summen
av tre ledd.

Lat Φ vera gjeven som

Φ = a1b1 + a2b2 + . . .+ anbn , (2.32)
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lat e1, e2, e3 vera ein basis for R3. D̊a er ai = a1
ie1 + a2

i e2 + a3
i e3, ∀i, og

vi har

Φ =
n∑

i=1

(a1
i e1 + a2

i e2 + a3
i e3)bi

= e1f1 + e2f2 + e3f3 der

f1 =
n∑

i=1

a1
i bi , f2 =

n∑

i=1

a2
ibi og f3 =

n∑

i=1

a3
i bi .

Tilsvarande kan ein ogs̊a redusera Φ til tre ledd ved å skrive

bi = b1ie1 + b2i e2 + b3ie3 . (2.33)

Q.E.D.

2.3.2 Komplette dyadar

Lat e1, e2, e3 vera ein vilk̊arleg basis. Vi har d̊a at Φ kan skrivast som

Φ = g1e1 + g2e2 + g3e3 . (2.34)

Lat vektoren r skrivast som

r = xiei def
= x1e1 + x2e3 + x3e3 , (2.35)

der e1, e2, e3 er det resiproke settet til e1, e2, e3. Av dette følgjer det at

Φ · r = x1g1 + x2g2 + x3g3 . (2.36)

Relasjonen (2.36) fortel oss at dersom vi set

r′ = Φ · r , (2.37)

s̊a vil r′ ved høveleg val av r, kunna n̊a fram til eit vilk̊arleg punkt i R3

dersom g1, g2, g3 er ein basis. Vi seier i dette høvet at Φ representerer ein
affin transformasjon av R3 p̊a R3. Elles merkar vi oss at origo er uendra
under transformasjonen.
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Definisjon 2.7 Ein dyade er komplett dersom den representerer ein affin
transformasjon.

Resultata ovanfor kan vi samla i:

Teorem 2.4 Dyaden gjeven ved likn.(2.34) er komplett dersom og berre der-
som [g1g2g3] 6=0

Teorem 2.5 Ein komplett dyade har meir enn to ledd.

Dersom vi har

Φ = ab + cd , (2.38)

s̊a er

r′ = Φ · r = ab · r + cd · r . (2.39)

Men d̊a er r′ bunden til planet som g̊ar gjennom origo og er utspent av
vektorane a og c. Ein slik dyade kallar ein gjerne planar. Tilsvarande finn
ein at om dyaden har berre eit ledd, s̊a er dyaden lineær. I dette høvet vil
R3 bli avbilda p̊a ei rett line. Planare og lineære dyadar svarar til matriser
med rang 2 og 1.
Slike dyadar kallar ein singulære.

Teorem 2.6 Φ = af + bg + ch er komplett dersom og berre dersom
[abc] 6= 0 & [fgh] 6=0.

Provet for dette overlet vi til lesaren.

Korollar til teorem 2.6:

Korollar 2.1 Dersom Φ er komplett har vi Φ · r = 0 ⇒ r = 0 .

Prov: Φ · r = af · r + bg · r + ch · r.
Sidan a,b og c er ein basis og Φ · r = 0, s̊a m̊a f · r = g · r = h · r = 0,
men d̊a f , g og h ogs̊a er ein basis, m̊a vi ha r = 0.
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2.3.3 Den konjugerte dyaden

Definisjon 2.8 Den konjugerte dyaden Φc til ein dyade Φ, f̊ar ein ved
å lata førefaktorane og etterfaktorane byta plass i alle ledd.

N̊ar
Φ = a1b1 + a2b2 + ...anbn , (2.40)

har vi
Φc = b1a1 + b2a2 + ...bnan . (2.41)

Vi ser utan vidare at

Φ · r = r · Φc . (2.42)

Merknad: Denne operasjonen svarar til transponering av matriser.

Definisjon 2.9 Ein dyade er symmetrisk dersom Φ = Φc og antisym-
metrisk dersom Φ = −Φc.

Teorem 2.7 Ein vilk̊arleg dyade kan skrivast som ein sum av ein sym-
metrisk og ein antisymmetrisk dyade.

Prov: Lat Ψ = 1
2(Φ + Φc) og Ω = 1

2(Φ− Φc).
Ein har d̊a at Φ = Ψ + Ω der Ψ er symmetrisk og Ω antisymmetrisk.

Q.E.D.

2.3.4 Produkt av dyadar

Ein kan lett tenkja seg to eller fleire lineære transformasjonar etter kvarandre

v = Φ · r og w = Ψ · v . (2.43)

Dette kan d̊a gjennomførast som

w = Ψ · (Φ · r) = (Ψ · Φ) · r (2.44)

sidan dyadekonstruksjonen og skalarprodukta kan utførast i den orden ein
ynskjer utan at det verkar inn p̊a resultatet. Vi har at
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Ψ · Φ (2.45)

er ein ny dyade (lineær transformasjon) sidan w1 + w2 svarar til r1 + r2

og λw til λr.

Definisjon 2.10 Lat Ψ og Φ vera to dyadar, d̊a er operasjonen
Ψ · Φ definert slik at (Ψ · Φ) · r = Ψ · (Φ · r) ∀ r

Ut fr̊a definisjon 2.10 kan ein lett visa følgjande resultat for dyadar

Φ · (Ψ + Ω) = Φ · Ψ + Φ · Ω , (2.46)
(Ψ + Ω) ·Φ = Ψ · Φ + Ω · Φ , (2.47)
Φ · (Ψ · Ω) = (Φ · Ψ) · Ω . (2.48)

Ved å bruka den distributive lova for dyademultiplikasjon (2.29) og (2.30),
s̊a kan ein lett visa at n̊ar

Φ =
m∑

i=1

aibi og Ψ =
n∑

j=1

cjdj , (2.49)

s̊a er

Φ · Ψ =
m∑

i=1

n∑

j=1

bi · cj aidj . (2.50)

Vidare er

(Φ ·Ψ)c =
m∑

i=1

n∑

j=1

cj · bidjai = Ψc · Φc . (2.51)

og

r · (Φ · Ψ) = (Φ · Ψ)c · r = Ψc · (Φc · r) . (2.52)

Vi har difor
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Teorem 2.8 Den konjugerte av ein dyade som er laga av produktet av to
dyadar er produktet av dei konjugerte dyadene tekne i motsett rekkjefølgje,
alts̊a: (Ψ · Φ)c = Φc ·Ψc.

Teorem 2.9 Dyaden som er laga av produktet av to dyadar Φ og Ψ er
komplett dersom og berre dersom Φ og Ψ er

komplette kvar for seg.

Prov: Lat Φ og Ψ representerast som

Φ = g1e1 + g2e2 + g3e3 ,

Ψ = e1f1 + e2f2 + e3f3 ,

der e1, e2, e3 er ein basis og e1, e2, e3 er det resiproke settet. Dette er
alltid mogeleg, jfr.teorem 2.3.
Vi finn d̊a

Φ · Ψ = g1f1 + g2f2 + g3f3 . (2.53)

Av har difor at Φ ·Ψ er komplett dersom og berre dersom [g1g2g3] 6=0 og
[f1f2f3] 6=0. Men dette er ekvivalent med at Φ og Ψ er komplette kvar for
seg. Jfr.teorem 2.6.

Q.E.D.

2.3.5 Einingsdyaden

Definisjon 2.11 Einingsdyaden I er definert slik at ∀ r : I · r = r

For det første: Det eksisterer eit einingselement. Det ser vi slik: Lat i, j og
k vera einingsvektorane i eit rettvinkla kartesisk koordinatsystem, d̊a er

I = ii + jj + kk , (2.54)

slik at

I · r = (ii + jj + kk) · (ix+ jy + kz)
= ix+ jy + kz = r .
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For det andre: Einingsdyaden er eintydig bestemt. Lat nemleg I ′ vera ein
annan einingsdyade, d̊a er

(I − I ′) · r = 0 ∀ r . (2.55)

alts̊a er I − I ′ lik nulldyaden.
Det fins ogs̊a andre representasjonar av einingsdyaden, vi har t.d.

Teorem 2.10 Einingsdyaden I kan skrivast som

I = e1e1 + e2e2 + e3e3 = e1e1 + e2e2 + e3e3 ,

dersom og berre dersom e1, e2, e3 er ein basis og e1, e2, e3 er det resiproke
settet.

Prov: Lat oss skriva ein vilk̊arleg vektor

v = e1v
1 + e2v

2 + e3v
3 = e1v1 + e2v2 + e3v3 . (2.56)

Ved å ta produktet I · v med dei to representasjonane i teorem 2.10, ser
ein lett at I · v = v, og ein har ogs̊a v · I = v sidan einingsdyaden er
symmetrisk. Det viser dei to representasjonane vi har i teorem 2.10. Vidare
har vi at dersom

I = e1e1 + e2e2 + e3e3 , (2.57)

og vi veit at I skal vera einingsdyaden, s̊a medfører dette at e1, e2, e3 og
e1, e2, e3 er resiproke sett.
Først skal vi visa at e1, e2, e3 m̊a vera ein basis. Lat oss g̊a ut fr̊a at dette
ikkje er sant, nemleg at e1, e2, e3 er koplanare. Lat s̊a v vera ein vektor
normalt p̊a dette planet, d̊a m̊a

I · v = v = e1e1 · v + e2e2 · v + e3e3 · v . (2.58)

Etter føresetnaden m̊a det siste uttrykket vera nullvektoren sidan v ikkje
har nokon komponent i planet utspent av e1, e2, e3, men dette er ei sjølv-
motseiing dersom I er einingsdyaden, alts̊a e1, e2, e3 m̊a vera ein basis.
Lat s̊a det resiproke settet til denne basisen vera u1,u2,u3. D̊a har vi

ui · I = ui = ui · ejej = δi
je

j = ei (2.59)

alts̊a ui = ei for i = 1, 2, 3. Q.E.D.
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2.3.6 Den inverse dyaden

Einingselementet gjev oss høve til å definera den inverse dyaden:

Definisjon 2.12 To dyadar Φ og Ψ er inverse dersom Φ ·Ψ = Ψ ·Φ = I

Og vi skriv Φ = Ψ−1,Ψ = Φ−1.

Teorem 2.11 Ein komplett dyade Φ har ein eintydig invers dyade Φ−1.

Lat Φ = e1f1 + e2f2 + e3f3 der e1, e2, e3 er ein basis og f1, f2, f3 er
ein basis. Lat vidare e1, e2, e3 og f1, f2, f3 vera dei tilsvarande resiproke
basisane, d̊a er

Φ−1 = f1e1 + f2e2 + f3e3 . (2.60)

Det følgjer nemleg rett fram av denne representasjonen at

Φ · Φ−1 = Φ−1 · Φ = I ,

alts̊a er den ein invers. Vis sjølv at denne iverse representasjonen er eintydig
bestemt.
Oppg̊ave: Vis at (Φ · Ψ · Ω)−1 = Ω−1 · Ψ−1 ·Φ−1.

2.3.7 Ymse relasjonar med skalar og vektor produkt

Definisjon 2.13 For n positivt heilt tal definerer vi

Φn = Φ · Φ · Φ... opp til n faktorar.

Φ−n = (Φ−1)n = (Φn)−1 .

Oppg̊ave: Vis at Φm ·Φn = Φm+n og (Φm)n = Φm n.
Merk at p̊a grunn av det ikkje kommuterande dyadiske produktet, vil til
vanleg (Φ · Ψ)n ikkje vera lik Φn ·Ψn.
Ved hjelp av den inverse dyaden kan ein lett løysa visse typar vektor-
likningar. Dersom Φ er komplett har følgjande likningar eintydige løysningar:
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Φ · r = v , r · Φ = b , Φ · Ψ = Ω1 , Ψ ·Φ = Ω2 , (2.61)

der dei tilsvarande løysingane er

r = Φ−1 · v , r = b · Φ−1 , Ψ = Φ−1 · Ω1 , Ψ = Ω2 · Φ−1 . (2.62)

Dyaden Φ × v er nyttig i fleire samanhengar:

Definisjon 2.14 Lat Φ =
m∑

i=1
aibi D̊a har vi

v× Φ =
m∑

i=1

v× aibi og Φ × v =
m∑

i=1

aibi × v .

Vidare har vi d̊a følgjande relasjonar

(Φ × v) · r = Φ · (v× r) , r · (v× Φ) = (r× v) · Φ ,
r · (Φ× v) = (r ·Φ) × v , (v× Φ) · r = v× (Φ · r) .

Set vi Φ lik I i desse relasjonane f̊ar vi

(I × v) · r = v × r , r · (v× I) = r× v (2.63)
r · (I × v) = r× v , (v× I) · r = v× r . (2.64)

Av dette følgjer det at

I × v = v× I , (2.65)
(I × v)c = −I × v . (2.66)

Vi har at I×v-dyaden er antisymmetrisk og planar sidan den transformerer
alle vektorar til vektorar som er loddrett p̊a v. Fr̊a definisjon 2.14 finn vi
at

Φ · (I × v) = Φ × v og (I × v) · Φ = v× Φ . (2.67)
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Dette resultatet viser at vi kan alltid omforma eit vektor produkt til eit
dyadisk produkt med dyaden I × v.
For vilk̊arlege vektorar u,v, r har ein

[I × (u× v)] · r = (u× v) × r = (vu− uv) · r , (2.68)

slik at vi finn

I × (u× v) = vu− uv . (2.69)

Teorem 2.12 Lat Φ =
m∑

i=1
aibi og Φ = −Φc , w def

=

m∑
i=1

ai × bi.

D̊a er
Φ = −1

2
I ×w .

Prov: Sidan Φ = −Φc har vi

2Φ = Φ − Φc =
m∑

i=1

(aibi − biai)

= −
m∑

i=1

I × (ai × bi) = −I × w

Q.E.D.

2.3.8 Invariantar

Definisjon 2.15 Med invariant skal vi meine storleikar som er uavhengige
av kva koordinatsystem ein representerer vektoren eller dyaden i.

Merk at operasjonane skalarprodukt og vektorprodukt kan definerast utan
referanse til koordinatsystem. Det same gjeld naturlegvis det ubestemte vek-
torproduktet.

Definisjon 2.16 Lat dyaden Φ =
m∑

i=1
aibi vera gjeven, vi definerer d̊a

følgjande invariantar:
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φ1 =
m∑

i=1

ai · bi ,

v =
m∑

i=1

ai × bi ,

Φ2 =
1
2

m∑

i,j=1

ai × aj bi × bj ,

φ2 =
1
2

m∑

i,j=1

(ai × aj) · (bi × bj) ,

φ3 =
1
6

m∑

i,j,k=1

(ai × aj · ak)(bi × bj · bk) .

Skalarane φ1, φ2 og φ3 er gjerne kalla den første, andre og tredje skalaren
til Φ, v vert kalla vektoren til Φ og Φ2 vert kalla den andre dyaden av
Φ. Oppg̊ave: Skriv ut desse invariantane n̊ar vi har

Φ = al + bm + cn. (2.70)

Teorem 2.13 Ein dyade er symmetrisk dersom og berre dersom vektorin-
varianten er nullvektoren.

Alle dyadar Φ kan etter teorem 2.7 skrivast som

Φ = S +A . (2.71)

Der S = 1
2(Φ + Φc) , A = 1

2(Φ− Φc).
Vektoren til S: Lat S = Σaibi der Σaibi = Σbiai d̊a S er symmetrisk,

vs = Σai × bi = Σbi × ai ⇒ vs = −vs ⇒ vs = 0 . (2.72)

Fr̊a teorem 2.12 har vi

A = −1
2
I × vA , (2.73)
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der vA er vektoren til A som ogs̊a er vektoren til Φ, sidan vektoren til
S er nullvektoren. Alts̊a finn vi

Φ =
1
2
(Φ + Φc) −

1
2
I × v , (2.74)

eller

Φ = Φc − I × v . (2.75)

Q.E.D

Teorem 2.14 Det er eit turvande og tilstrekkeleg vilk̊ar for at ein dyade
skal vera:

komplett φ3 6= 0 ,
planar φ3 = 0, Φ2 6=0 ,
lineær Φ2 = 0, Φ 6=0 .

Prov: Lat dyaden vera representert som

Φ = al + bm + cn ,

φ3 = [abc][lmn] ,

slik at φ3 6= 0 ⇒ [abc] 6=0 og [lmn] 6=0. Dette viser første leddet i
teoremet.

φ3 = 0 ⇔ [abc] = 0 eller [lmn] = 0. (2.76)

Dyaden er d̊a enten planar, lineær eller null-dyaden.

Φ2 = a× b l×m + a × c l× n + b× c m× n . (2.77)

Anta at [abc] 6= 0. Dersom dyaden er lineær, m̊a vi ha l‖m‖n og Φ2 = 0.
Vidare har ein at: Φ2 = 0 og [abc] 6= 0 ⇒ l‖m‖n eller m = k1l og n = k2l
som gjev Φ2 = (a + k1b + k2c)l som syner at dyaden er lineær sidan Φ 6= 0
Dette syner siste del av teoremet.

Vidare har ein dersom Φ2 6= 0, kan ikkje dyaden vera lineær. Difor sidan
dyaden er singulær (og ikkje lik null-dyaden), m̊a vi ha at den er planar.
Dette viser andre delen av teoremet.

Q.E.D.
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2.3.9 Den adjungerte dyaden

Lat Φ =
m∑

i=1
aibi, som har den andre dyaden

Φ2 = 1
2

m∑
i,j=1

ai × aj bi × bj ,

har eigenskapen:

Teorem 2.15 Φ · u× Φ · v = Φ2 · (u× v).

Prov:

Φ · u× Φ · v =
m∑

i=1

aibi · u×
m∑

j=1

ajbj · v ,

=
m,m∑

i,j=1

ai × aj u · bibj · v =
m,m∑

i,j=1

aj × ai u · bj bi · v ,

Φ · u× Φ · v =
1
2

m,m∑

i,j=1

u · (bibj − bjbi) · v ai × aj .

Merk at ein kan byta om indeksane i og j i den eine av formlane ovanfor og
det svarar til nytt namn p̊a summasjons- indeksane.
Det siste resultatet f̊ar ein ved å ta halve summen av utrykka i den føreg̊aande
formelen.
No er: u × (v× w) = (vw− wv) · u,
og vi f̊ar

Φ · u× Φ · v =
1
2
Σ ai × aj bi × bj · (u× v) . (2.78)

Her har vi ogs̊a nytta at vi kan byta om × og · i volumproduktet u·(v×w).
Resultatet er at

Φ · u× Φ · v = Φ2 · (u× v) . (2.79)

Q.E.D.

Definisjon 2.17 Den konjugerte av Φ2 kallast den adjungerte av Φ. Vi
har Φa = Φ2c.
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Teorem 2.16 Φ · Φa = φ3I eller Φ−1 = 1
φ3

Φa .

Prov:
Vi skriv Φ = al + bm + cn med

Φ2 = a × b l× m + a× c l× n + b× c m× n ,

Φa = l×m a × b + l× n a × c + m× n b× c ,

Φ · Φa = [lmn]a b× c + [mln]b a× c

+ [nlm]c a × b

= [lmn] {a b× c + b c × a + c a× b} .

Lat det resiproke settet til a,b, c vera a1,b1 og c1, d̊a har vi

a1 =
b× c
[abc]

,

b1 =
c× a
[abc]

,

c1 =
a× b
[abc]

.

Alts̊a

Φ ·Φa = [lmn][abc]
{
aa1 + bb1 + cc1

}

= φ3I .

Q.E.D.
Merk at vi har d̊a ein ny m̊ate til å bestemma den inverse dyaden p̊a.

2.3.10 Eigenvektorar

Definisjon 2.18 Ein vektor e som stettar likninga Φ · e = λe er ein
eigenvektor til dyaden Φ og λ er eit eigenverde.
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Vi ser at eigenvektorane er slik at alle punkt som ligg p̊a ei rett line te ,
vert avbilda p̊a denne lina. Dette er difor ein invariant retning for transfor-
masjonane formidla ved dyaden Φ. Vidare ser vi p̊a grunn av linearitet og
homogenitet at ein kan normera e slik at e ·e = 1. Sidan vi har I · e = e
kan vi ogs̊a skriva dyade eigenverdi likninga som

(Φ − λI) · e = 0 . (2.80)

Lat oss s̊a skriva

Ψ = Φ − λI , (2.81)

der

Φ = al + bm + cn , (2.82)

Ψ = a(l− λa1) + b(m− λb1) + c(n− λc1) , (2.83)

og a1,b1, c1 er det resiproke settet til abc, som er valt som eit ikkje
koplanart sett.
Det er kl̊art at likn.(2.80) betyr at λ m̊a veljast slik at Ψ er singulær,
kvifor? Sidan [abc] 6= 0, m̊a vi d̊a ha

(l− λa1) × (m− λb1) · (n− λc1) = 0

[lmn]− λ
{
[a1mn] + [lb1n] + [lmc1]

}

+λ2
{
[a1b1n] + [a1mc1] + [lb1c1]

}
− λ3[a1b1c1] = 0 .

No har vi at

a1 =
b× c
[abc]

,

b1 =
c× a
[abc]

,

c1 =
a × b
[abc]

,

slik at vi f̊ar
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[lmn] − λ{(b× c) · (m× n)
[abc]

+
(c× a) · (n× l)

[abc]
+

(a× b) · (l× m)
[abc]

}

+ λ2 a · l + b ·m + c · n
[abc]

− λ3

[abc]
= 0 ,

eller

[abc][lmn] − λ {(a × b) · (l×m) + (b× c) · (m× n) + (c× a · (n× l)}
+ λ2 {a · l + b ·m + c · n} − λ3 = 0 .

Og dette kan skrivast meir kompakt som

λ3 − λ2φ1 + λφ2 − φ3 = 0 . (2.84)

Dette kallar ein gjerne for eigenverdi-likninga til Φ-dyaden. 1 Til vanleg vil
denne likninga ha tre røter λ1, λ2, λ3 og til kvar av desse verda av λ vil
det svara ein eigenvektor. Desse røtene kallar ein eigenverda til dyaden.
Vi har at

φ1 = λ1 + λ2 + λ3, φ2 = λ1λ2 + λ1λ3 + λ2λ3, φ3 = λ1λ2λ3 (2.85)

Røtene λi kan vera reelle eller komplekse, dei kan alle vera ulike eller det
kan vera samanfallande røter.
N̊ar ein skal bestemma retningen for eigenvektoren svarande til ein viss
λ = λ1, skal vi først g̊a ut fr̊a at Ψ er planar, alts̊a
(A)

Ψ = dr + es = Φ− λ1I , (2.86)

lat λ vera kompleks, alts̊a λ = α+ iβ. Vi m̊a d̊a tillata at eigenvektoren
er kompleks: e = a + ib, alts̊a

[Φ − (α+ iβ)I ] · (a + ib) = 0 . (2.87)

Vi skal g̊a ut fr̊a at Φ er reell og d̊a finn ein ved å ta real del og imaginær
del av (2.87) at

1Det er naturlegvis ikkje tilfeldig at dei tre skalarinvariantane er definerte slik at dei
gjev koeffisientane i eigenverde likninga. Dette er elles eit nytt prov p̊a at desse skalarane
er invariantar.
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Φ · a − αa + βb = 0 , (2.88)
Φ · b− αb − βa = 0 . (2.89)

I dette høvet (Φ reell), kjenner vi ogs̊a eit anna eigenverde λ2. For ved å ta
den kompleks konjugerte av likn.(2.87) finn ein

[Φ − (α− iβ)I ] · (a− ib) = 0 . (2.90)

Alts̊a vil den komplekskonjugerte av λ1 ogs̊a vera eit eigenverde, og den
kompleks konjugerte av eigenvektoren vil vera den tilhøyrande eigenvek-
toren.
Sidan vi har

Ψ · (a + ib) = 0 , (2.91)

og at Ψ er planar, har vi

Ψ = dr + es , (2.92)

og d̊a vil a + ib = r× s vera ein vektor som stettar likn.(2.91), alts̊a ein
eigenvektor. Vi har dessuten vist at

a− ib = (r× s)∗ , (2.93)

ogs̊a er ein eigenvektor svarande til λ = λ∗1. Dersom λ er kompleks, alts̊a
λ = α + iβ, β 6= 0, s̊a kan ikkje a vera parallell med b, for vi har

Φ · (a− ib) = (α− iβ)(a− ib) , (2.94)

og dersom

b = ka ⇒
Φ · a(1 − ik) = (α− iβ)(1− ik)a ,

Φ · a = (α− iβ)a ⇒ β = 0 .

(B) Dersom Ψ er lineær har vi

Ψ = gh . (2.95)
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Alle vektorar e i planet loddrett p̊a h vil d̊a stetta likninga

Ψ · e = 0 , (2.96)

og alle retningar i dette planet er difor invariante retningar. Men vi kan
spesielt velja to ortogonale retningar i dette planet som ein basis for alle
desse vektorane.
(C) Til slutt har vi det tilfellet at Ψ er null-dyaden. D̊a er alle retningar
invariante retningar.
Vi skal sj̊a p̊a eit døme med den andere dyaden.
Lat u′ = Φ · u og v′ = Φ · v. D̊a har vi

u′ × v′ = Φ · u× Φ · v = Φ2 · (u× v).
Dersom no u× v er ein eigenvektor for Φ2, alts̊a

Φ2 · (u× v) = λ(u× v) , (2.97)

s̊a har vi

u′ × v′ = λ u× v . (2.98)

Dette viser at eit invariant plan for Φ st̊ar loddrett p̊a ein invariant retning
for Φ2.

2.3.11 Symmetriske dyadar

Vi repeterer at n̊ar Φ er symmetrisk har vi Φ = Φc.

Teorem 2.17 Symmetriske dyadar har relle eigenverde og eigenvektorar.

G̊a ut fr̊a at λ = α+ iβ. D̊a kan vi gjera følgjande utrekningar:

Φ · (a + ib) = (α+ iβ)(a + ib) | a − ib

Φ · (a− ib) = (α− iβ)(a− ib) | a + ib

[(α+ iβ) − (α− iβ)] | a + ib |2= 0 (2.99)

2iβ | a + ib |2= 0 ⇒ β = 0 (2.100)
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β = 0 ⇒ (2.101)

Φ · (a + ib) = α(a + ib) ⇒
Φ · a = αa , Φ · b = αb .

b er d̊a med i klassen av løysingar for a, sidan dei to siste likningane er like.
Vi kan d̊a velja b = 0.

Teorem 2.18 Eigenvektorane til symmetriske dyadar svarande til ulike eig-
enverde er ortogonale.

Prov:

Φ · e1 = λ1e1 , Φ · e2 = λ2e2

e2 · Φ · e1 = e1 ·Φ · e2 ⇒
(λ1 − λ2)e1 · e2 = 0 ,

λ1 6=λ2 ⇒ e1 · e2 = 0 .

Q.E.D.

Teorem 2.19 Dersom eigenverdelikninga har tre ulike røter, s̊a kan ein
skriva

Φ = λ1ii + λ2jj + λ3kk ,

der i, j, k er ein ortogonal kartesisk basis.

Vi har d̊a at den tilsvarande matrisa er diagonal. Fr̊a teorem 2.2 og teorem
2.18, kan ein lett visa dette. Provet overlet vi til lesaren.

Dersom to røter er samanfallande vil det til λ2 = λ3 svara to eigenvektorar
som er ortogonale. Vi har d̊a dersom λ1 6=λ2 = λ3 at

Φ = λ1ii + λ2(jj + kk) . (2.102)
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Svarande til den multiple rota λ2 har vi d̊a eit heilt plan der alle vektorane
i dette planet er eigenvektorar.
Dersom alle tre eigenverda er samanfallande λ1 = λ2 = λ3 = λ, kan ein
visa at

Φ = λI . (2.103)

I dette høvet er alle retningar ein eigenvektor.

Teorem 2.20 Ein symmetrisk dyade kan alltid skrivast som

Φ = αii + βjj + γkk ,

der i, j og k er eigenvektorane svarande til eigenverda α, β, γ. Og vi har

Φ−1 =
1
α
ii +

1
β
jj +

1
γ
kk ,

Φ2 = βγii + αγjj + αβkk = Φa ,

Φn = αnii + βnjj + γnkk .

Vi overlet provet av dette til lesaren.

2.4 Hamilton-Cayley likninga

Vi startar med å skriva

Ψ = Φ − λI . (2.104)

Fr̊a teorem 2.16 har vi

Ψ · Ψa = ψ3I = f(λ)I . (2.105)

Sj̊a likn.(2.84) og likningane som fører fram til denne for detaljar. Vidare
har vi fr̊a den m̊aten vi har representert Ψ p̊a i likn.(2.83) at

Ψ = a(l− λa1) + b(m− λb1) + c(n− λc1) , (2.106)
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og Ψa er etter definisjon 2.17 slik at vi kan skriva

Ψa = A + λB + λ2C ,

der A, B og C er dyadar som er uavhengige av λ.
Fr̊a likn.(2.105) finn vi no

(Φ− λI) · (A + λB + λ2C) = (φ3 − φ2λ+ φ1λ
2 − λ3)I . (2.107)

Sidan likn.(2.107) er ein identitet i λ, s̊a følgjer det at

Φ ·A = φ3I , (2.108)

Φ ·B− A = −φ2I , (2.109)

Φ ·C−B = φ1I , (2.110)

−C = −I . (2.111)

Multipliserer vi no likningane (2.108), (2.109), (2.110) og (2.111) etter tur
med I , Φ, Φ2 og Φ3 og adderer desse likningane, s̊a f̊ar ein

φ3I − φ2Φ + φ1Φ2 − Φ3 = 0 .

Vi ser d̊a at vi f̊ar ei likning f(λ) = 0 med λ innsett Φ dyaden og konstant
leddet bytt ut med same leddet multiplisert med einings dyaden. Dette er
Hamilton - Cayley likninga. Resultatet gjeld alle dyadar i R3.
Ein kan ogs̊a visa tilsvarane resultat for kvadratiske matriser i Rn.

Minimal likninga

Jamvel om alle dyadar stettar Hamilton - Cayley likninga, s̊a kan det hende
at dei stettar ei tilsvarande likning av mindre grad i λ. Vi har til dømes
dersom

Φ − λI = 0

for eit eigenverde λ = λ1, s̊a er dette ei likning av mindre grad og vi har
i dette tilfelle at minimal likninga for Φ er lineær. Dersom dyaden Φ kan
skrivast som
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Φ = λ1I ,

s̊a har vi Ψ = Φ− λI = (λ1 − λ)I med f(λ) = (λ− λ1)3 og vi har Hamilton
- Cayley likninga

(Φ− λ1I)3 = 0

Merk at produktet av to dyadar kan godt vera null-dyaden utan at nokon
av faktorane er null-dyadar.

Dette temaet kan utdjupast vidare, men det vert ikkje høve til det her.

2.5 DERIVASJON

Vi kan godt ha at ein dyade er funksjon av ein parameter eller av romkoor-
dinatane. Vi definerer den deriverte av ein dyade i samsvar med vanleg m̊ate
å definera ein derivert p̊a. Lat oss sj̊a p̊a ein dyade med berre eitt ledd:

Φ = ab

d

dt
Φ = lim

∆t→0

Φ(t+ ∆t) − Φ(t)
∆t

= lim
∆t→0

a(t + ∆t)b(t + ∆t) − a(t)b(t)
∆t

=
da
dt

b + a
db
dt
.

Her har vi g̊att ut fr̊a at dyaden er funksjon av parameteren t. Alt g̊ar
p̊a vanleg m̊ate bortsett fr̊a at ein m̊a passa p̊a rekkjefølgja av faktorane i
det ubestemte vektorproduktet. Dersom dyaden er samansett av fleire ledd,
s̊a ser ein lett at den vanlege regelen om derivasjon av ein sum gjeld ogs̊a
for dyadar. Dersom ein har derivasjon med omsyn p̊a romkoordinatane ser
ein lett at resultatet ovanfor gjeld n̊ar ein erstattar vanleg derivasjon med
partiell derivasjon. Vi kjem attende til dette i neste bolk.
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2.6 Sluttmerknad

Ubestemte vektorprodukt kan utvidast til fleire faktorar enn to. Ein f̊ar
d̊a dyadar, triadar o.s.b. Vi har d̊a vore innom omgrep som skalar, vektor,
dyade, triade o.s.b. alle desse omgrepa skal vi seinare (bolk 6) samla i eitt
omgrep tensor.

Oppg̊aver:

1. Dersom tre punkt u,v,w p̊a ellipsoiden r·Φ·r = 1 stettar likningane

u · Φ · v = v · Φ ·w = w · Φ · u = 0 ,

s̊a seier ein at desse posisjonsvektorane u,v,w lagar eit konjungert
sett.

Vis at:

(a) Vektorsetta u,v,w og Φ · u, Φ · v, Φ ·w, er resiproke sett.

(b) Φ−1 = uu + vv + ww .

(c) For alle konjungerte sett u,v,w p̊a ellipsoiden r ·Φ · r = 1, s̊a
er

u · u + v · v + w ·w og [uvw] ,

konstantar.

2. For ein vilk̊arleg dyade Φ skal ein visa at

u · Φ · v − v ·Φ · u = φ · u× v

der φ er vektoren til Φ .

3. Vis at ab × c + bc × a + ca × b = [abc] I .



Kapittel 3

UTVALDE EMNE FRÅ
VEKTORANALYSEN

3.1 GRUNNLEGGJANDE OMGREP

3.1.1 Definisjonar

Vi skal i dette avsnittet sj̊a p̊a gradient, divergens og kvervling (hvirvling,
curl, rot).

Gradienten til ein skalarfunksjon φ(x1, x2, x3) der x1, x2, x3 er karte-
siske rettvinkla koordinater er gjeven som

Definisjon 3.1

∇φ def
= ei

∂φ

∂xi
(ei , i = 1, 2, 3 er einingsvektorar). (3.1)

Divergensen til ein vektorfunksjon v(x1, x2, x3) der v = (v1, v2, v3) er
gjeven som

Definisjon 3.2

∇ · v def
=

∂vi

∂xi
. (3.2)

Kvervlinga (curl) til ein vektorfunksjon v(x1, x2, x3) er gjeven som
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Definisjon 3.3

∇× v def
=

∂vj

∂xi
εijkek . (3.3)

Vi har her brukt summasjonskonvensjonen til Einstein, d.v.s. like indeksar
skal summerast fr̊a 1 til 3 og permutasjonssymbolet εijk er 0 dersom to
indeksar er like. Dersom alle indeksar er ulike er εijk lik +1 n̊ar ijk er ein
jamn (syklisk) permutasjon av 1, 2, 3 og -1 n̊ar ijk er ein odde permutasjon
av 1, 2, 3.
Alle desse omgrepa er definerte og brukte i M 112, s̊a vi skal berre kort gje
ei fysisk tolkning av dei.

3.1.2 Gradient

Gradientar kan tolkast som syntesen av alle dei retningsderiverte, p̊a den
m̊aten at projeksjonen av gradientvektoren p̊a ein gjeven retning, repre-
senterer den retningsderiverte av φ i denne retningen. Vi har ogs̊a at
∇φ(x10, x20, x30) er ein normalvektor til niv̊aflata

φ(x1, x2, x3) = K (K er konstant) , (3.4)

som g̊ar gjennom punktet (x10, x20, x30), d.v.s. K = φ(x10, x20, x30).

3.1.3 Divergens

Divergensen til vektoren v kan vi gje ei fysisk tolking med å sj̊a p̊a volu-
mintegralet

∫

V
(∇ · v)dτ =

∫

S
v · dσ . (3.5)

Her har vi brukt Gauss integralsats (divergensteoremet). V er eit volum
og S den flata som avgrensar volumet. Lat volumet V , som vi integrerer
over, vera lite. Ved å bruka mellomverde setninga for integral veit vi at det
finst eit punkt (x1, x2, x3) ∈ V slik at

∫

V
(∇ · v)dτ = ∇ · v(x1, x2, x3)

∫

V
dτ = V∇ · v(x1, x2, x3). (3.6)

Alts̊a

∇ · v(x1, x2, x3) =
∫
S v · dσ
V

. (3.7)
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Dersom vi let V g̊a mot null, slik at alle diametrar i V samstundes g̊ar
mot null, vil vi i grensa f̊a definert eit punkt som kan vera vilk̊arleg. Difor
har vi

∇ · v = lim
V →0

∫
S v · dσ
V

. (3.8)

Sidan
∫
S v · dσ er eit m̊al for netto fluks av vektorfeltet v ut av flata S,

s̊a ser vi at ∇ · v kan tolkast som nettofluksen ut av eit punkt i rommet.
Dersom vi ser p̊a feltlinene til vektorfeltet v (vi skal koma attende til
desse), s̊a vil feltliner oppst̊a n̊ar ∇ · v > 0, eller bli borte n̊ar ∇ · v < 0, i
det punktet vi ser p̊a. Vi talar i dette tilfellet om kjelder og sluk.
Dersom ∇ · v = 0 i eit gjeve omr̊ade, s̊a kan det ikkje oppst̊a nye eller bli
borte feltliner i dette omr̊adet. Eit slikt felt g̊ar gjerne under namnet eit
divergensfritt eller eit solenoidalt felt. Eit døme p̊a eit slikt felt er det mag-
netiske feltet. Ein konsekvens av dette er at det ikkje eksisterer magnetiske
monopolar. Trass i mange iherdige forsøk p̊a å leita etter slike har ein en-
no ikkje lukkast i å finna magnetiske monopolar, konsekvensen av dette er
konsist matematisk formulert i

∇ ·B = 0 (B er magnetisk feltvektor) , (3.9)

som er ei av Maxwells likningar.
For eit felt som ikkje er divergensfritt taler ein gjerne om kjelder og sluk
for feltet. Feltlinene tek til i ei kjelde og blir borte eller sluttar i eit sluk.
Eit døme p̊a dette er det elektriske feltet. Feltlinene startar p̊a dei positive
ladningane (kjeldene) og sluttar p̊a dei negative ladningane (sluka).

3.1.4 Kvervling (curl)

Kvervlinga (curl) til eit vektorfelt kan vi gje ei fysisk tolkning ved å sj̊a p̊a
flateintegralet (ved bruk av Stokes sats)

∫

S
(∇× v) · dσ =

∫

C
v · dr. (3.10)

Her er C ei lukka kurve og S er ei flate som har C som rand. Vi kan tenkja
oss at vi vel ei lita plan flate som har ein flatenormal som fell saman med
ein av koordinataksane, t.d. xk-aksen. Ved bruk av mellomverde- setninga
har vi d̊a at

[∇× v(x1, x2, x3)]k =

∫
Ck

v · dr
Ak

, (3.11)
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der k st̊ar for k-komponenten, ved å g̊a til grensa slik at alle diametrar i
Ak g̊ar mot null samstundes finn vi at

[∇× v]k = lim
Ak→0

∫
Ck

v · dr
Ak

. (3.12)

Integralet
∫
C v · dr kallar ein gjerne for sirkulasjonen til vektorfeltet v

relativt til kurva C.
Dersom vi let v vera det vektorfeltet som svarar til væskefarten i ei væske,
s̊a kan ein visa at sirkulasjon svarar til det angulære momentet eller spinnet
til ein væskepartikkel. Difor er det eit vanleg symbol i litteraturen å skriva

rot v = curl v = ∇× v. (3.13)

Meir generelt kan vi sj̊a p̊a ∇ × v 6= 0 som ei anna form for kjelde til
vektorfeltet v. Kjelder til vektorfeltet;

∇ · v 6= 0 og ∇× v 6= 0 (3.14)

spelar ei fundamental rolle i teorien for vektorfeltet og vi skal koma attende
til dette. Men det er ikkje berre slike felt som er viktige, vi kan ogs̊a ha

∇ · v = 0 og ∇× v = 0. (3.15)

Denne klassen av felt kallar vi for Laplace-felt.

∇× v = 0 ⇒ v = ∇ψ ,
∇ · v = 0 ⇒ ∇2ψ = 0 (Laplace likning).

Løysingar av Laplace likningar spelar ei sentral rolle i anvendt matematikk.

3.2 VEKTOR IDENTITETAR

Ut fr̊a definisjonen av ∇ (grad- eller del-operatoren), bruk av summasjon-
skonvensjonen og manipulering med skalar og vektorprodukt, og utvikling
av slike produkt, er det lett å visa ei rad med identitetar. Vi skal skriva opp
dei mest vanlege og overlata til lesaren å visa dei:


