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Oppgaver:
1. Lat
f(z1, 0, 23) = £(r),
der
r={(@ =) + (r2 —2))’ + (a3 = af)?)2
Syn at
Vf=-V'f, (5.45)
nar
V= ei@ii , V= ei% . (5.46)

2. Syn v.h.a. resultateti (1) at V-F =0 der F er gjeven ved likn.(5.43).
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Kapittel 6

TENSORANALYSE

6.1 INNLEIING

Vi ser pa dei generelle koordinat transformasjonane ' = z(x1, 2, 73),
i=1,2,3,der x1, 9 0og x3 kan vera vanlege rettvinkla kartesiske koordinatar
og 2! er krumline-koordinatar. For krumline-koordinatane z!,z?, z3 er det

to basis vektorsystem som peikar seg ut, nemleg

_Or
Ot

Vi kan skriva ein vilkarleg vektor v som

e og e =Va'. (6.1)

v =v'e; = ve'. (6.2)

Skifter vi koordinatar fra ! til #’ slik at ' = (2!, 22 2%), i =1,2,3, sa
har vi

or oz Or _ oxd
or om0 %= o
or 0z or oller o — O:fjé'
oxt Ozt 0TI Cooxt
i i’ (6.3)
=i _ OV o j i 9T
V&' = o Vz eller €' = O:L"je ,
- 9t , R
i =7 i =7J
V' = 977 Vz eller e'= O:fje .

Fra dette ser vi at dei to basissystema transformerer pa ulik méate, og vi har
at

97
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i a:ﬁj = —j— a;Ui_J
V =0€ =7-V€ =1v'€; = —1'€;
ort zJ 6.4
A S S O
=yet = —u;& =v;8¢d = —7ve’.
ol J ozt

Vi ser at den same vektoren v let seg representere pa ulike matar relativt
til dei ulike basis systema og ulike koordinatsystem. Det vi spesielt skal
merka oss her er at dei to typane vektorkomponentar med indeks oppe og
indeks nede transformere ulikt nar vi skifter koordinatar. Dette er eigentleg
ikkje sa merkeleg sidan dei to basissystema e; og e’ er definerte pa ulik
mate, med det forste systemet referert til tangent vektorane til koordinat-
linene og det andre systemet til normal vektorane til koordinatflatene. Dei
transformasjonslovane vi har funne kan vi skriva slik:

B oxd i oT! j
U, = —v; O U= —uw

! ail J & alﬂj ’ (6 5)
o= 225 og v'= 02" i

R Y ozl

Vi skal heretter kalla vektorkomponentar med indeks nede for kovariante
og dei med indeks oppe for kontravariante komponentar. Ein ser ofte i
litteraturen uttrykka kovariante og kontravariante vektorar brukt, men dette
er misvisande og uheldig sprakbruk sidan vektoren korkje er kovariant eller
kontravariant, men invariant. Det er nemleg den invariante vektoren som er
basis for vart val av transformasjons lovene. Vi skal prgva a vera konsekvent
med desse nemingane i innleinga, men seinare nar dette ikkje kan mistydast
skal vi vera meir i samsvar med vanleg sprakbruk.

oxl
v = 27V (den kovariante transformasjons lova) ,
a;i (6.6)
vt = 57 v/ (den kontravariante transformasjons lova) .
x

Vi har hittil referert til dei to basis systema e; og e’, men i tensoranalysen
frigjer ein seg fra basis systema ved a innfgra det vi skal kalla metrikk-
tensoren g;; og g* definert ved:
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def
gij = €; €5,
g i ei (6.7)
9; éfel-ejzéﬁ.

Merk at g;; = gj; og g7 = g7 og gj» = gg , vi har med andre ord symmetri i
indeksane i og j. Vihar difor seks uavhengige storleikar g;; og tilsvarande
for ¢, saman med gg = gj» = 5; inneheld dette all informasjon om dei to
basis systema vare. Til dgmes sa har vi:

e1-e; = g1 (bestemmer lengda av e;),
(6.8)
€1 -€e2 = /011 g22c0s0 = g12, cost = \/%a

der 6 er vinkelen mellom e; og es, tilsvarande finn ein lengder og vinklar for
dei andre vektorane e; og e’ uttrykt ved g;; og ¢'/. Sidan einingsdyaden
er gjeven ved

I =eiel =ele;, (6.9)
sa har vi ogsa
I =g;je'ed = gee;. (6.10)
Slik at g;; 0g g% ogsé representerer koeffisientane til einingsdyaden i basis-
systema e'e’ og e;e;.

Etter desse innleidande merknadane skal vi g& over til ei meir formell in-
nfgring i tensor anlayse.

6.2 DEFINISJONAR OG OMGREP

Summasjonskonvensjonen: Dersom ein har to like indeksar (ein oppe og ein
nede) sa skal ein summera over desse indeksane over heile den rekkjevidde
indeksane har. (Einsteins summasjonskonvensjon, denne har vi alt brukt i
innleiinga.)

Dimensjon: 1 den foregdande drgftinga har vi operert i eit 3-dimensjonalt
rom for a gjera det heile meir oversiktleg. Nar vi no ser pa dei formelle
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definisjonane, skal vi tenkja oss eit N-dimensjonalt rom og tilsvarande N-
koordinat-transformasjonar

=z (2 2N) i =1,2,.. . N eller x=%(x). (6.11)

Vi skal heretter stort sett bruka den siste skrivematen.

Transformasjonar: Vi skal avgrensa oss til det vi vil kalla:

Godtakande transformasjonar.

Ein slik transformasjoni R™ har vi nar jacobimatrisa for transformasjonen
har rang N, d.v.s. nar jacobideterminanten er ulik 0. Det er lett & syna
at mengda av godtakande transformasjonar lagar ei gruppe: To pafglgjande
transformasjonar med jacobideterminant J; og Jo er ein ny transformasjon
med jacobideterminant J; = JiJo#0. Den inverse transformasjonen eksis-
terer opplagt. Den assosiative lova T5(7%T1) = (T57%)T} held. Her star T;
for ein transformasjon.

Med andre ord kan ein syna at lovane for ei abstrakt gruppe gjeld.
Skalarfelt: Lat p vera eit punkt i RY og ¢ ein funksjon som er tilordna ein
og berre ein verdi i kvart punkt p. Vi kallar d& ¢ ein skalarfunksjon eller
eit skalarfelt. Eit skalarfelt er opplagt invariant med omsyn pa koordinat
transformasjonar dersom vi har at

¢ = o(x) = ¢(x(%)) = $(%) (6.12)

slik at @(X) er eintydig bestemt gjennom invarians.

Definisjon 6.1 Fit skalarfelt er ein tensor av 0-te orden.

6.2.1 Tensorar av fgrste orden

Ein tensor av fgrste orden er ein vektor, og denne kan representerast pa to
matar ved hjelp av kovariante eller kontravariante tensorkomponentar.

Definisjon 6.2 Vi har ein kovariant representasjon av ein tensor {A;(x)}
av forste orden og dimensjon N nar A;(X) under transformasjonen X =
%(x), x= (24 22,...,2"), i =1,2,3...N, er relatert til A;(x) gjennom

den kovariante transformasjonslova

- oxd
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Definisjon 6.3 Vi har tilsvarande til definisjon 6.2 ein kontravariant rep-
resentasjon av ein tensor ndr relasjonen mellom A* og A' er gjeven ved
den kontravariante transformasjonslova

i, OF

Al(R) = 5= A (x).

Merk at slik vi brukar omgrepet tensor her star det for totaliteten {A4;} =
{A%} der A’og A; er komponentar i den ko- eller kontravariante represen-
tasjonen. Ein tensor av fgrste orden er difor korkje ko- eller kontravariant,
men invariant. Det er nemleg heile poenget med den ko- og kontravariante
transformasjons lova.

6.2.2 Tensorar av 2.orden

Vi ser pa ein dyade uv, denne kan representerast pa fleire matar

uv = u'v’ee; = yvje'ed =u'vjeel =uvle'e;. (6.13)
Vi ser vidare pa transformasjonen
X — X,

_0x _

=% (6.14)
ozt _

= e .
ozI

Det folgjer av dette at vi kan skriva

€;

ei

oatoal (6.15)

Ut fra dette er det naturleg med fglgjande definisjonar:
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Definisjon 6.4 Vi har ein kovariant representasjon av ein tensor A =
{A;j} av andre orden og dimensjon N nar A;;(X) under transformasjonen
% = x(z',2%,...,2N) | i, = 1,2,...N er relatert til A;; gjennom den

kovariante transformasjonslova
- oz 0x7
Definisjon 6.5 Vi har tilsvarande til definisjon 6.4 ein kontravariant rep-
resentasjon av ein tensor nar relasjonen mellom A% og A" er gjeven ved
den kontravariante transformasjonslova
~k 9l
_ 02" 0w i

AM(%) = 525 AT (x).

Men vi merkar oss ogsa at for ein 2.ordens tensor, har vi to andre moglege
representasjonar som korkje er kovariante eller kontravariante. Desse rep-
resentasjonane skal vi kalla blanda tensorkomponentar. Vi skrive desse slik:

i 7k 9pd
Aim) =S890 A ),
9 97l (6.16)
iz = 2T 0T 4
AR = gAY
Merk at vi har brukt ein ”- 7 til & markera posisjonen eller rekkjefolgja

av dei to indeksane. Dette er viktig, dersom ein tenkjer seg ein dyade
representasjon, sa er det rekkjefglgja pa indeksane som fortel kva rekkjefglgje
basisvektorane har. Vi har innleiingsvis innfert det vi kalla metrikktensoren,
representert ved g%, g§ og g;j- Ta som oppgave og syn ut fra dei generelle
definisjonane at g;;, g; og g¢' er den kovariante, blanda og kontravariante
representasjonen av ein tensor, d.v.s. Metrikktensoren eller G.

6.2.3 Tensorar av vilkarleg orden

Generell definisjon: Vi definerer ein blanda tensor av vilkarleg orden ved
fglgjande transformasjonslov,

Par--- 7 gal ggm g T Ozp 079 9z S '
Talet pa indeksar nede pgr. .. gjev den kovariante orden og talet pa indeksar
oppe ijk... gjev den kontravariante orden, rekkjefylgja her er uspesifisert.
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6.2.4 Utvida basis RN

Vi har innfgrt tensor omgrepet knytt til resiproke basis system. Men slike
basis system har vi strengt teke berre innfgrt for tre dimensjonar. Vi skal
sja korleis omgrepet resiproke sett lett let seg utvida til RY.

Lat vektor settet eq,es,. .., ey vera ein basis for RY. Definer 9ij = 9ji =
e;-e; (skalarproduktet i RYN). No kan vi sja pa g;j som eit matrise element
iei N x N symmetrisk matrise. Pa grunn av at e; er ein basis, s ma
determinanten det(g;;) #0, matrisa med elementa g¢;; har difor ei invers
matrise der vi skal kalla elementa ¢%/. Vi definerer no eit nytt sett vektorar

e’ =g'e;. (6.18)

For dette nye settet av vektorar gjeld det at
e e; =ger-e; = g*g; = 5; . (6.19)
Den siste relasjonen kjem naturlegvis av at vi definerte matrisa med element
g% som den inverse til matrisa med element gij- Merk ogsa at desse matrisene

er symmetriske. Dessutan er det(g™/) # 0 og settet e’ er difor ein ny basis.
Vidare kan vi definera einingselementet

e;e = e'e; = gijejei = gijejei, (6.20)
0og
gg:ei-ej:ei-ejzéj». (6.21)

Vi har difor at settet €’ er eit resiprokt sett til e;.

6.3 Algebra for tensorar

6.3.1 Addisjon

Dersom to tensorar har same orden og dimensjon, sa kan vi addera dei
dersom dei har same representasjon. T.d. har vi for to tensorar {4;;} og
{B;j} at Cjj; er den kovariante komponenten av ein tensor definert ved

Cij = Aij + Bij . (622)
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Der er lett & visa at C-tensoren definert pa denne maten er ein tensor.
Tilsvarande definerer ein addisjon av tensorar i andre representasjonar ved
komponentvis addisjon.

Det er ogsa lett & visa at dersom vi multipliserer alle komponentane til ein
tensor i ein viss representasjon med ein konstant, sa far vi ein ny tensor.
Lat « og [ vera to konstantar, da kan vi laga ein ny tensor

C = qAY + BB (6.23)

Spesielt kan vi velja o = 1 og B = —1 og far pa den maten definert
subtraksjon av to tensorar.

Definisjon 6.6 Symmetri. FEin tensor er symmetrisk i to indeksar av same

type dersom tensorkomponentane er uendra ved ombyting av indeksane. Skeivsym-
metri. FEin tensor er skeivsymmetrisk eller antisymmetrisk dersom kompo-
nentane skifter forteikn ved ombyting av to indeksar av same type.

Ein vilkarleg tensor kan skrivast som summen av ein symmetrisk tensor og
ein antisymmetrisk tensor. Vis det !

6.3.2 Multiplikasjon

Vi skal definera to typar tensor produkt, det vi skal kalla ytreprodukt (”eks-
pansjon”) og indreprodukt (kontraksjon”). Vi skal visa dette ved eit par
dgme:

Ytreprodukt:

| | (6.24)

Ved eit ytreprodukt vil orden av tensorane auka (”ekspandera”) til & bli
summen av orden av dei to tensorane ein multipliserer saman. Formelt ma
ein visa at dei elementa ein produserer ved ein slik produkt-regel er ein
tensor. Vis dette for eit par dgme ! Typen av den nye tensoren, som ein far
produsert ved eit ytre produkt, er karakterisert ved indeksane (dette svarar
til ubestemt produkt i dyade samanheng).

Divisjon av ein tensor blir vanlegvis ikkje definert.
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6.3.3 Kontraksjon
Vi skal forklara prosedyren med kontraksjon ved eit par dgme. Vi ser pa
tensoren representert ved komponentane

A - (6.25)
Fra definisjon har vi

At 0z* 0zt 92" ox' O:EmAij (6.26)
SPIT T 9gd 9 0P 039 dzr kKM '
Dersom vi set s = p og summerer over s (merk summasjonskonvensjonen),
sa har vi

- _ ox° ozt 9k oxt dx™ ij

Ast _ U '
s ozt OxJ Oxs Oxd Ox" A klm > (6 27)
i oz* 9zt _ Ozt _ sk kAl _ A . .
sidan §5 6% = 955 = 0F og 6fAY, =AY, sahar vi

. O:it aZEl alEm ij

7 9gd Oz oz UM
Med andre ord, denne operasjonen er invariant, sidan denne operasjonen
i det eine koordinatsystemet induserer den same operasjonen i det andre
koordinatsystemet. Vidare ser vi at resultatet er ein ny tensor av orden 2
mindre enn den vi starta ut med. I vart tilfelle starta vi ut med ein tensor av
5-te orden og enda opp med ein tensor av 3-dje orden. Talet pa frie indeksar
i resultat tensoren er 3. Merk at den indeksen vi summerer over ikkje er fri,
sidan

A st
A. .8

(6.28)

N
At N A (6.29)

..sqr ..sqr
s=1
og tilsvarande for szlm Kvar komponent i den nye tensoren er difor
samansett av ein sum av komponentar fra den gamle tensoren. Vi kunne
gatt eit steg vidare og summert over to andre indeksar av ulik type. P& den
maéaten kunne vi til dgmes fatt tensoren

Aé?sqt ) (6.30)

Dette er komponentane til ein ny kovariant tensor av orden 1, altsd ein
vektor, der kvar komponent er ein dobbel sum.
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Definisjon 6.7 Kontraksjon: Kontraksjon av ein tensor er ein prosedyre
der ein set ein gvre (kontravariant) indeks lik ein nedre (kovariant) indeks
og summerer over denne indeksen. Resultatet blir ein ny tensor og prosessen
kan ein gjenta sa lenge det er frie indeksar.

Vi har no det apparatet som trengs for a definera indre produktet.

Definisjon 6.8 Indreprodukt av to tensorar er resultatet av a kombinera
ytreprodukt og kontraksjon.

Lat A.ijk og B.lf’;;p representera to tensorar. Det ytre produktet gjev

AL B, = Chily (6.31)

og kontraksjon over seks indeksar gjev t.d.

D; = Chim (6.32)

Lgi.dm .

I det siste uttrykket har vi ein trippel sum over indeksane ,[, m. Merk at
kontraksjonen skal vera over to indeksar av ulik type, berre denne prosedyren
garanterer at resultatet vert ein ny tensor (invariant).

6.3.4 Skalarproduktet av to vektorar

Lat u og v vera to vektorar. Ved & ta det ytre produktet mellom tensor
representasjonane u’ og wvj, far vi ein tensor

Ay =l (6.33)

Kontraksjon av denne tensoren gjev

Al = vl (6.34)

K

som er ein skalar og altsa ein invariant (ein tensor av O-te orden). Sidan vi
har!

v; = girv" (6.35)

1Sja likn. (6.40 )
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sa kan vi ogsa skriva om uttrykket

u'y; = gipuiof = e; - utvFey,
(6.36)
k

= (u'e;) - (vFey) =u-v.
Og dette kjenner vi att som det vanlege skalarproduktet av to vektorar. Ser
vi spesielt pa lengda av ein vektor u, sa er den gjeven som

= \Juu;. (6.37)

Vi merkar oss at dette blir spesielt enkelt nar vi kjenner bade dei ko- og dei
kontravariante komponentane av vektoren.

6.3.5 Assosierte tensorar

Vi har hittil vore konsekvente med nemninga tensor og tensorkomponent
eller representasjon av tensoren. Etter at dette no skulle vera klart, skal vi
slik det er vanleg i litteraturen ikkje lenger skilja mellom tensoren og ein
representasjon av tensoren, slik at samanhengen vil gjera det klart kva vi
meiner.

Det kan ofte vera aktuelt a skifta representasjon for ein tensor, t.d. finna
den kontravariante representasjonen nar ein kjenner den kovariante. Dette
kan ein gjera ved ein prosedyre som tillet ein a lyfta eller senka indeksar. G-
tensoren gjeven ved dei ulike representasjonane g;; , gj» og g¢” er tenleg
til dette.

Vi ser pa ein vektor med kontravariant representasjon A*. Ytre-produktet
med g;; - tensoren gjev

B;;" = gi; AF, (6.38)
kontraksjon av denne nye tensoren gjev
C; =B/ = gi; A (6.39)

Det er lett & visa at C; = A;. Skriv A =e'A; = e;A7, ta si og skalarmul-
tipliser denne likninga med ey (og deretter med e*) og vi far

Ap = gAY (6.40)

og
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AR = gFiA; . (6.41)

Vi kan altsa bruka G-tensoren som eit instrument til a flytta indeksar opp
og ned. Med andre ord skifta fra ein representasjon til ein annan for ein
gjeven tensor.

Til dgmes s& har vi for tensoren representert ved A” Iflm at
Arj. Im — gMA.ZJ..lm . (642)

Vi har oppnadd & skifta indeksen i fra a vera kontravariant til den kovari-
ante indeksen r. Merk at indeksen har same posisjon.

Vi hugsar at metrikktensoren har eigenskapen

gijgjk = 55 . (643)

Vinkelen mellom to vektorar.

Vi definerer vinkelen mellom to einingsvektorar A og B ved
cos 0 = AZBZ = Aij = gijAjBi = gijAjBi . (644)

Vis at denne formelen er i samsvar med den vanlege definisjonen av vinkelen
mellom to vektorar. Dersom vektorane det er tale om ikkje er einingsvek-
torar, har vi alt definert lengda av ein vektor slik at vi kan normalisera
han.

6.3.6 Kvotsient lova

Ein star stundom andsynes problemet & avgjera om eit sett funksjonar er
komponentante til ein tensor. Den beinveges metoden med & sja om kvar av
komponentane stettar transformasjonslova kan vera brysam. Til hjelp med
slike problem har ein det som blir kalla kvotsient lova. Kvotsientlova seier:

Teorem 6.1 NP funksjonar av {x'} (N er dimensjonen og p ordenen
pa tensoren) lagar komponentane i ein tensor (den kontravariante og ko-
variante karakteren av vedkomande tensor er kjend) nar indreproduktet med
ein vilkarleg tensor sjolv er ein tensor.
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Provet for dette gar pa folgjande mate.

Vi ser pa seertilfellet der spgrsmalet er om settet av. N3 funksjonar A%
representerer ein tensor av den typen indeksane indikerer. Svaret er ja og
det ser vi slik. Vi har som utgangspunkt

. i
AUkBP = P (6.45)

der Bf’;j er ein vilkarleg tensor og C*P er ein tensor. Fra transformasjon-
slovene har vi

o
AUkBP = (6.46)

der vi enno ikkje veit om A¥* transformerer som ein tensor, men vi har

_ ozP 9™ oz™
B — B!
X ox! ozt ozxi ™’ (6.47)

_ ozk ozP
kp 22 ar A4
c S (6.48)

Nar vi set dette inn i likn.(6.46) og brukar likn.(6.45), sa far vi
Aijk oxP alUm@ 1 . a—ikajp
oxl 9zt 9z ™™ Qx4 Ox"

Vi byter ut summasjonsindeksane r» med [, i med m og j med n, da
kan vi skriva likninga ovanfor som

AJIBT (6.49)

ozP .. 0x™ dx™  OzF
o0 A om omr  pwa A B = 0. (6.50)
Vi multipliserer denne likninga med % og summerer, og sidan
Ox® 0zP  Ox®
92 oal ~ aal O (650
far vi
—p O™ 0™ Ok
Da B3, representer ein vilkarleg tensor, sa kan vi alltid velja alle elementa

lik null unnateke eitt, og for dette valet ma parentesen vera null. Men da
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dette elementet kan veljast vilkarleg ma parentesen vera null for alle val av
s,m og n, altsa

pDam 0wt 0zt .,
ozt 0x3  Ozd

Multiplikasjon med gf;% 0g summasjon over m og n gjev

A 1=9. (6.53)

_ozh g 9,
Oz 9x™ Ox™

ARG S 1=, (6.54)

eller

oz" dz® dz* .,

Arsk —
Ox™ Oz™ x4

a, (6.55)

som viser at A% med dei gjevne foresetnader transformerer som ein kon-
travariant tensor av tredje orden.

Q.E.D.

Viktig merknad: Null-tensoren av vilkarleg orden er den tensoren der alle
element er null for ein gjeven representasjon. Det fglgjer da at nulltensoren
er null i alle representasjonar og i alle koordinatsystem. Vis det ! Merk
at overgangen fra ein representasjon til ein annen, (lyfting og senking av
indeksar ) er ein lineser transformasjon i komponentane og det same gjeld
skifte av koordinatar.

6.3.7 Line-elementet

Line-elementet spelar ofte ei sentral rolle i problem der ” geometrien” av sys-
temet er vesentlig, t.d. pa ei kuleflate, pa ei sylinderflate o.s.b. Ein definerer
gjerne line- elementet i eit rettvinkla kartesisk rom som

ds® = da® + dy® + d2*. (6.56)

Med andre ord Pythagoras setning i tre dimensjonar. Generalisering av
dette inn i N-dimensjonar og med generelle koordinat-representasjonar, blir
at vi ser pa vektor differensialet

def OT

dr = o dz' = e;da’ (6.57)
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kvadratet av lengda pa dette elementet finn ein ved & ta det indre produktet
eller skalar produktet

dr-dr = e; - ejds'ds’ = gy;dx'dax’ . (6.58)

I samsvar med dette definerer vi line-elementet som

ds* = gijdz'dz’ . (6.59)

For rettvinkla kartesiske koordinatar har vi g;; = d;; slik at denne defin-
isjonen fell saman med den ein har for kartesiske koordinatar. Kvifor er
line- elementet ein invariant ?

Lengda av ei kurve med parameterframstelling x' = z*(¢) , mellom punkta
med parameterverde t1 og ty , er no gjeven ved integralet

dat dzi
/ g -t (6.60)

Vi skal koma attende til line-elementet i samband med ulike typar metriske
rom. Men vi merkar oss her at line- elementet er sterkt knytt til metrikkten-
soren. Ofte blir metrikktensoren gjeven ved & gjeva line-elementet eksplisitt.

6.3.8 Absolutte og relative tensorar

Dei tensorane vi har studert er det ein kallar absolutte tensorar. Ein kan
utvida tensor omgrepet til ein vidare klasse som vi skal kalla relative tenso-
rar. Vi minnast at det som avgjer om vi har ein tensor er transformasjon-
slovene. Vi definerer no ein relativ tensor av vekt M ved
o} o n
T, =) 92 e 97 097 i, (6.61)
ox Oxt dxm Ok
der dette er ein relativ tensor kovariant av orden ein og kontravariant av
orden to, relative tensorar av vilkarleg orden blir definert tilsvarande. Ab-
solutte tensorar er relative tensorar av vekt null. Ein kan utvikla tilsvarande
rekneregler som det ein har for absolutte tensorar ogsd med omsyn til ko-
variant derivasjon (sja avsnitt 6.4), men det fgrer for langt her. Merk at
| 0x/0% | er jacobideterminanten. Elles kan ein visa at permutasjonssym-
bola €;5 og €% er den ko- og kontravariante representasjonen av relative
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tensorar av orden 3 og vekt —1 og +1. Vi skal i det som fglgjer avgrensa oss
til & studera absolutte tensorar.

6.3.9 Oppsummering tensoromgrepet

Tensorar er visse objekt som kan skrivast med indeksar. Indeksane kan ve-
ra to typar, kovariante eller kontravariante. Dei to indekstypane lyder ulike
transformasjons lover. Lova for kovariant transformasjon og lova for kon-
travariant transformasjon. Tensoren er bunden til eit rom av gjeven dimen-
sjon N. Indeksane kan vera frie eller bundne. Bundne indeksar skal sum-
merast fra 1 til N. Frie indeksar kan veljast fritt i det aktuelle omradet (1
til V for kvar indeks), men i ei tensorlikning ma det i alle ledd vera samsvar
mellom dei frie indeksane. Orden pa tensoren er bestemt av talet pa frie
indeksar. Tensoren er av ein viss type som er bestemt av indeksane (kovari-
ante og kontravariante). Tensoren kan vera absolutt eller relativ av vekt M.
Skjematisk har vi altsa:

e Dimensjon , det same som dimensjonen pa rommet (omradet ein sum-
merer over, 1 til V)

e Orden (talet pa frie indeksar).
e Type (bestemt av typen av indeksar).

e Vekt (tensoren kan vera absolutt, d.v.s. vekt 0, eller relativ, d.v.s. vekt
M der vektfaktoren er |%|M ).

6.4 DERIVASJON

6.4.1 Kovariant derivasjon

Derivasjon av ein tensor er noko komplisert fordi det ikkje berre er kompo-
nentane i ein viss representasjon som varierer fra punkt til punkt, men ogsa
basisvektorane. Med andre ord, vi treng & vita noko om den deriverte av
desse basisvektorane. Vi startar med & sja pa de;/0x7. Sidan den deriverte
av ein vektor er ein ny vektor, sa kan vi skriva

Oei
oxJ

=T}ey. (6.62)
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Der vi altsa har representert den deriverte i den same basen med basisvek-
torar e; i =1,2,...N. Det forste vi skal gjera er & bestemma koeffisien-
tane T’ fj ved hjelp av elementa i metrikktensoren g;;. Vi har nemleg

a .
ek . a:j;' —Te,-ef =T76F =Tk, (6.63)
og
Oe; , » def

Multipliserer vi siste likninga med ¢** og summerer far vi ogsa

I =Tije g (6.65)

Vi har vidare at

0 0 Oe;

Ved & bruka resultata i likn.(6.64) i denne likninga finn vi

a ..
ailg = Fik,j + Fﬂﬁi . (6.67)

Ved syklisk permutasjon av indeksane i denne likninga finn vi ogsa,

a .
ag;f = Ljik + Thiy, (6.68)
a .
% Tiji + Tije (6.69)

Vihar at de;/0z7 = 9%r/0x'027, slik at De; /07 = De;j/Ox", altsa symmetri
i indeksane i og j. Det gjev
k _ 1k _

Ved & summera likn.(6.68) og likn.(6.69), subtrahera likn.(6.67) og bruka
symmetrien i likn.(6.70), sa far vi

1.0 0 0
Lije = 5{@9% + %gki — @gzj} . (6.71)
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Hugs at g;; = gj. Fra likn.(6.65) har vi vidare at
I =Tis g™ (6.72)

Ved a derivera e'-e; =d;, far viat

eller
oe’ ; Oej i

Ved & multiplisera med e/ (ytreprodukt) og summera, sa har vi

Oe’ i
P& grunn av at
0 oxd 0
ozt Oz Jad’ (6.76)

sa ser vi at operatoren 9/0x" transformerer som ein kovariant vektor. Dette
er grunnen til namnet kovariant derivasjon. 1 eldre litteratur ser ein gjerne
notasjonane

lij, k] = Tyjk (Christoffel symbolet av 1. slag), (6.77)

{jik} = ;k (Christoffel symbolet av 2. slag) . (6.78)

Vi har no fglgjande resultat

Oe; Oe’ ,
%;. =Tj;e, og 57 = —I%. e, (6.79)

der I'7; er gjeven ved likn.(6.72) og I';j ved likn.(6.71).
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6.4.2 Gradienten

Sidan 0/0x® transformerer som ein kovariant tensor (vektor), sa er det
naturleg & definera gradient operatoren

def ; O x
VEe o = V5 (6.80)
Lat ein vilkarleg tensor vera representert som
T = Tg’::kceaeb. eelel. . el (6.81)

der rekkjefglgja mellom ko- og kontravariante basisvektorar er uspesifiserte.
Vi har da at

b...c
0 T i o
VT = ehﬂ = %eheaeb. eelel. . e
x x
Oe o
+ Tgf’::kceh{a—ﬁeb. .ee'el. . ef
Oeb P
k
+ ok ee'e. . .e
n j oe’ i
ey,ep. . .ee'e e
“ oxh
o 0eF
3
+ e ep. ..ee'el. . @} .

Etter det vi har funne i likn.(6.71), sa har vi

Oe, s

dzh — ha®s

Oeb . Ft

dzh T ke
T

0" _ _pr g

ozh hu =
k

de” Ik o

= — hve .

dah
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Vi byter sa om summasjonsindeksane s og a, bogt, rogu, kogv og
tilsvarande for alle dei andre som ikkje er nemnde. Vi kan da skriva

+ T i Ths
+ T T,
— T T
- Tf}f’:'ﬂ;f s tele e, . eelel. . er. (6.82)
Vi ser da at dette verkar slik at kvar gvre indeks w produserer eit ledd av

typen

1 Posisjonen til w
T35 Thy

og kvar nedre indeks ¢ produsere eit ledd av typen

ab. . .c s
_Ti. .8 .thq

T Posisjonen til q.

P& grunn av forma er det opplagt at VT er ein tensor av kovariant orden
ein meir enn tensoren T.

Lat oss sja pa nokre seertilfelle:

e a) Lat ¢ vera ein skalar, d.v.s ein tensor av null-te orden.
Vi har da

Vp=—-"e'. (6.83)

Altsd er J¢/0x' dei kovariante komponentane til ein vektor som
er gradienten til ¢ (merk: for at ein vektor skal vera ein gradient
pa eit visst omrade D krev ein dessutan at line-integralet av denne
vektoren skal vera uavhengig av integrasjonsvegen, dette stiller visse
krav til kontinuitet av komponentane til vektoren, dette problemet er
drfta i M 112).
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e b) V er ein vektor

— + V5T, . (6.84)

e ¢) T er ein dyade med representasjonane 7%, T ij,T Z-'j eller Tj;. Vi
har da

g o1 o o
(VI)? = g + TV + 0T (6.85)

A aTZJ s T i TS
(VT)kj = w—i_Tj sk — t.st gk (686)

. T: . .
(V) = QJ—+T§Z —T;T% (6.87)
kj Oxk j *+sk s+ jk>

T}
(wmj:aﬁ—mm—%%. (6.88)

6.4.3 Komma notasjonen

Ein lettare mate a skriva derivert pa er ved bruk av komma notasjonen. Vi
skal innfgra fglgjande konvensjon

f

e Tz
(VT)kij LC oLy _

5~ DTy — T T (6.89)

Tijr =
Denne siste skrivematen ville vera meir logisk dersom ein multipliserte inn
basisvektoren assosiert med gradientoperatoren bakanfra i staden for fram-
manfra slik som vi har gjort. I praksis vil ein som regel kontrahera den
indeksen som er knytt til derivasjonen mot ein annan kontravariant indeks
og da fell dette problemet bort.

Ut fra dette kan vi skriva opp den almenne kovariante derivasjonsregelen,
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Definisjon 6.9

aAnl. .M s
ny...Ns déf mi...Mp + Fna Anl...naflrnaﬂ...ns
mi...mp,k a:Ek E : rk “tmi...myp

a=1
p
- Z F7Tnﬁ k A:Lnllr;)sﬂ,ﬁ,1 rTmg4y1...Mp * (690)
B=1

FElementa i denne tensoren er den kovariante deriverte av tensoren med
element
ni...n
A (6.91)
Det let seg no lett visa at den kovariante deriverte av ein tensor, som er

ytreproduktet av to tensorar, er gjeven ved den ”vanlege” produktregelen
for derivasjon

(AijBk)Jn = AimmBk + AwBlfm . (6.92)

Sidan indreproduktet er resultatet av kontraksjon av eit ytreprodukt, s& er
det klart at regelen ogsa gjeld for indreprodukt. Tensorane g;;, g/ og g¢';
er konstante med omsyn pa kovariant derivasjon. Vis det !

6.4.4 Fundamentaltensoren

Vi skal sja pa spesielle eigenskapar til fundamenetal-tensoren, G, som har
komponentane g;;. For a gjera det treng vi eit resultat om den deriverte av
ein determinant. Lat determinanten ha element a,s; og lat determinanten
vera gjeven ved a =| a,s |, vidare skal vi la kofaktoren til a,s vera A",
da har vi, nar N er dimensjonen:

a = Z aiinj = Eij' ’ 'kailajg. . .ALN - (6.93)
J

Merk at indeksen 7 skal veljast som eit fast tal i den forste summen (Laplace
utvikling). I den siste summen brukar vi summasjonskonvensjonen. Denne
summen har N! ledd. Lat elementa a,s vera funksjonar av t.d. x, da har
vi
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da_ 4ot i by agy
dx dx

€ ai1aj4+13- - -AEN
dx B

dail i1 da i2 s
= AN A
dz + dz T

eller

da daij ;s

— = —=AY. 6.94

dx dx ( )
Den deriverte av ein determinant er summen av dei produkta ein far ved a
ta den deriverte av kvart element og multiplisera dette med kofaktoren til
elementet.

Lat no g vera determinanten til matrisa med element g;;. Sidan g9 er
det tilsvarande elementet i den inverse matrisa (etter definisjonen), sa har
vi at kofaktoren til g;; er g ¢g" og det medfgrer at

dg 8gii i y
50k = 999" = Cikg + Tiki)ag”

= g(T}; +TY;) = 29T}, - (6.95)
Her har vi brukt likn.(6.67) og likn.(6.65). Det folgjer vidare at
9 1T
Wf(g) =29f"(9)%s (6.96)

og spesielt har vi

0./q s
%k_ = /gl (6.97)
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6.4.5 Divergens

Ved hjelp av resultatet ovanfor finn ein no lett fram til eit uttrykk for diver-
gensen til ein vektor representert med kontravariante komponentar. Formelt
definerer vi divergensen til ein vektor som kontraksjonen av gradienten til
ein vektor. Vi har da,

V-V = a.vi+vsrgi,
ort

ov? ;100
N O:Ei—l_vﬁ@:ﬂ\/g’

1 a .
- 7 (VA (6.98)

Der vi har brukt likn.(6.97). Lat vidare

dp dyp
V =Vop= k=¥ s ks ~ ¥ )
YT ouk T ST Gk

Vi tek no den kontravariante representasjonen av V, substituerer dette inn
i likn.(6.98) og far

Voo L 9 0P
v V@—Vgo—\/ga$k(\/§g ot

Dette er Laplace operatoren i tensornotasjon.

). (6.99)

6.4.6 Kvervlinga (curl) til ein vektor
Sidan vektorproduktet eller kryssproduktet av to vektorar er ein operasjon
som er knytt til R3, sa let ikkje dette omgrepet seg utan vidare generalisera

til RNV der N > 3. Ei slik generalisering finst, men det fgrer for langt & ga
inn pa det her. Vi skal avgrensa oss til R og skriv

V = Vet = 1, Vit (6.100)

Vi har da
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VxV = VVx Ve +VVx VzF
= a—Vk.V:L"J x V¥ = a—Vk.ej x el
oxd oxd
€k gV,

Det siste steget skal vi visa slik:

121

(6.101)

Vi dekomponerer e; vektorane i ein rettvinkla kartesisk basis og har da

Fra teorien om determinantar
det Adet B, det folgjer da at

€11 €12 €13

2
E” = |ean e e33
€31 €32 €33
€1i€1; €1i€2;
= |€2i€1; €2i€2
€3i€1; €3i€2
g11 9g12 413
= 1921 922 g23
g31 932 933

Vi har da

Vi har vidare at

[elegeg]

€11 €12 €13

€21 €22 €23

€31 €32 €33
har vi detA = det AT og

€11 €21 €31

€12 €22 €32

€13 €23 €33

€1i€3; € -e; e€e;-e €]
€2i€3; | = |€2-€1 €2-€ey €
€3i€3; €3-€; e3-ey €3

det(AB)

.e3
.e3
.e3

(6.102)
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lele?e?| = % = %, (6.103)

¢he; = el x e*\/g, (6.104)

der €7* er permutasjons symbolet. Skalarmultiplikasjon med e?, viser lett
at likn.(6.104) er rett. Vi har rekna med at E > 0.

6.4.7 Derivasjon med omsyn pa ein parameter

Fin kan ofte ha ein situasjon der koordinatane er funksjonar av ein param-
eter, det kan t.d. vera ei romkurve gjeven pa parameter form, eller det kan
vera posisjonen til eit dynamisk system som funksjon av tida o.s.b. Vi skal
sj& pa tensoren

Al s (6.105)
der z' = x%(t). Formelt kan vi oppfatta dette som ei kurve i koordinat-
rommet. Vi definerer no den deriverte av denne tensoren med omsyn pa
parameteren ¢ som

DAY e gk
R = A (6.106)

Det folgjer av definisjonen at denne deriverte er ein ny tensor av same orden
som den vi deriverte. Derivasjon til hggare orden fglgjer rett fram ved bruk
av definisjonen.

6.4.8 Kovariant derivasjon, oppsummering

1. Den kovariante deriverte av eit produkt av to tensorar fglgjer den
”vanlege” produktregelen for derivasjon.

2. Permutasjonssymbolet, kroneckerdelta og komponentane i den met-
riske tensoren, nar dei er gjevne ved g;; og g%, kan sjaast som kon-
stantar under kovariant derivasjon. (Merk! Det er totaliteten som er
konstant”, ikkje komponentvis.)
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3. Operasjonen med kontraksjon og kovariant derivasjon kommuterer.
(Dette har vi ikkje vist. Vis det !)

4. Sidan komponentane i fundamentaltensoren eller metrikktensoren, kan
sjaast som konstant under kovariant derivasjon, sa folgjer det at op-
erasjonen med & lyfta og seinka indeksar kommuterer med kovariant
derivasjon. Bruk resultatet under pkt. 2 til & visa det!

6.5 Riemannsk geometri

Lat det vera gjeve eit vilkarleg sett av element som kan ordnast i ein ein-
eintydig korrespondanse med dei reelle tala {z!, 22, ...,2"} og stettar ulik-
skapen | ' —a’ |< K% der a' og K' > 0 er gjevne konstanter. Vi
seier da at {2’} definerer eit omrade i det n-dimensjonale rommet R".
I denne samanhengen talar vi om (z!',22, ...,2") som eit punkt i dette
rommet. Dei objekta ein studerer i dette rommet kan vera hggst ulike ting.
Til dgmes kan ei relativistisk rom-tid hending representerast som eit punkt
i eit firedimensjonalt rom. Konfigurasjonen av eit dynamisk system med n
generaliserte koordinatar kan det ofte vera naturleg & sja pa som eit punkt
i det n-dimensjonale (konfigurasjons-) rommet.

Til det n-dimensjonale rommet vart, definert ved punktmengda {z', x2,

..., x"}, skal vi knyta ei symmetrisk kvadratisk form
gijdznidznj, gij = gji 0og g=detg;; #0. (6.107)

Vi skal ga ut fra at g;; € C? (tilhgyrer klassen av funksjonar som er to
gonger differensierlege). I dette n-dimensjonale rommet vart skal vi defin-
era lengda langs ei gjeven kurve mellom to punkt ved formelen gjeven i
likn.(6.60). Vi kjenner ikkje basisvektorane e’ og e; eksplisitt. Men vi
har sett i samband med likn.(6.7) at funksjonane g;; inneheld all infor-
masjon om basisvektorane straks vi bestemmer oss for retningen pa ein av
dei. Dersom vi gar over til nye koordinatar z'(z!,z2,...,2"), sa har vi

det = (0 /027)dz’ og

oxt Oz

= gij@ﬁd:ﬁkdil = gudztdz! . (6.108)

9ij dztdr?
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Med andre ord invarians av line-elementet eller avstand krev at g;; er ein
kovariant representasjon av ein tensor av andre orden. Nar vi innfgrde g;;
tensoren innleiingsvis knytte vi denne tensoren til basisvektorane. Basisvek-
torane pa den andre sida var avleida av posisjonsvektoren. Vi hadde

e; =0r/0z' og € = Vi'. (6.109)

Vi skal no frigjera oss fra denne samanhengen, og byggjer heretter pa den
informasjonen som ligg i at fundamentaltensoren eller metrikktensoren g;;
er gjeven ved den kvadratiske forma likn.(6.108) og at denne forma definerer
kvadratet pa line-elementet

ds* = gijdz'dz? . (6.110)

Dette er grunnlaget for det ein kallar Riemannsk geometri. Det er i ut-
gangspunktet klart at vi alltid kan velja g;; slik vi fgr har gjort, slik at den
geometrien vi har studert er innkludert i den Riemannske geometrien. Men
vi skal ogsa sja at denne ikkje alltid fell saman med var tidlegare geometri.
Riemannsk geometri er med andre ord eit vidare omgrep som under szrlege
gjevne vilkar fell saman med var tidlegare Euklidske geometri. Dette skal
vi koma attende til seinare.

6.5.1 Parallell-flytting av vektorar

Vi skal seia at ein vektor p blir flytta parallelt langs ei kurva z' = i(t)
nar dp/dt =0 langs denne kurva. Med p = p*ey , sa har vi

dp  dp”
E = Eek—i_p

Do
ozt dt

dp pdat
= o e

B dp* dxt
=

Ffj}ek s
eller

0. (6.111)
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I Riemannsk geometri innfgrer vi Christoffelsymbola gjennom definisjons-
likningane likn.(6.71) og likn.(6.72). Merk at desse definisjonane refererer
berre til g;;. I likn.(6.111) kan vi difor sja pa Ffj og dz'/dt som gjevne
funksjonar av t. Hugs at vi ser pa ei gjeven kurve: z‘ = ¢%(¢). Vi har
difor at likn.(6.111) definerer eit system av ordinzere differensiallikningar for
p¥(t). Fra teorien for slike system veit vi at startverdeproblemet for eit slikt
system under generelle vilkar har ei eintydig lgysing. Altsa om vi gjev ein
startvektor a”, slik at p*(0) = a¥, sd er p¥(t) eintydig bestemt. Det vil
seia at til eit kvart punkt pa kurva z' = ¢'(t) far vi tilordna ein vektor
pk(t), og denne vektoren er etter definisjonen ei parallellflytting av vektoren
a®. Vi har at lengda av ein vektor P og vinkelen mellom to vektorar P
og Q vil vera konstante under ei parallell flytting av vektorane. Det er
lett a sja at dP/dt =0 og dQ/dt =0 medfgrer at d/dt(P-Q) =0 og
d/dt(P - P) = 0, resultatet ovanfor folgjer da av dette.

Viktig merknad:

I det &lmenne tilfellet vil resultatet av ei parallellflytting av ein vektor
fra eit punkt Py til eit punkt P; vera avhengig av den vegen eller
kurva som gar fra Py til P; og som vi integrer langs. Med andre ord
kan vi ha den situasjonen at ved parallellflytting av same vektoren fra
Py til Py, savil vi fa to ulike vektorar i P; etter & ha parallellflytta
langs to ulike kurver.

6.5.2 Geodesiske kurver
Lat no s vera bogelengda langs den aktuelle kurva, da har vi

_ g, dd
BREETIrT

der vi har sett parameteren ¢ = s i siste likninga. Av dette fglgjer det at

ds® = gijda’da’ At = gyitilds? | (6.112)

giji'dl =1. (6.113)

Den geometriske tolkinga av dette er at tangent-vektoren med kovariante
komponentar gij:tj og kontravariante komponentar &' er ein einingsvektor.
Ei kurve som har den eigenskapen at tangent-vektoren T° = dx’/ds er par-
allell med omsyn til kurva, seier vi er ei geodesisk kurve. Etter definisjonen
har vi da
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d2zk  dad dxt

Tk~ 114
ds? + ds ds Y 0 (6 )

Vi kan ogsa stilla fglgjande spgrsmal: Dersom vi tenkjer oss ein familie av
kurver som knyter saman punkta Py og P;, kan ein da bestemma ei kurve
i denne familien som er slik at avstanden eller bogelengda langs denne kurva
har ein ekstremalverdi? Det er lett a visa med utgangspunkt i likn.(6.60)
at Euler-Lagrange likningane for det variasjonsproblemet vi far blir

d - 1 % ink _

—(gi;2*) — 2 D

0 6.115
" , (6.115)

og denne likninga let seg omforma til likn.(6.114). Med andre ord har ei
godesisk kurve ogsa den eigenskapen at avstanden mellom to punkt malt
langs denne kurva har ein ekstremalverdi (normalt minimum). Dei geode-
siske kurvene er dei ”beinaste” kurvene i eit Riemannsk rom, svarande til
rette liner i eit Euklidsk rom.

Geodesiske kurver pa kuleflata

Vi startar fra kulekoordinatar:

x = rsinfcosg, (6.116)

y = rsinfsing, (6.117)

z = rcosf. (6.118)

Lat koordinatane vera

U = rsinfceoso, (6.119)

2 = rsinfsing, (6.120)

3 = rcosé. (6.121)

For lineelementet har vi

ds? = dr* 4+ r?d6* + r*sin® 0 do* . (6.122)

Det fylgjer da at

g =1, ga2=7> o0g gs3=r"sin’0, (6.123)
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og g;; = 0 for i # j.
Vi brukar likning (6.115) og finn
d . 1 agzk z k
E(gzj!ﬂ) 2 0 PR

Pa kuleflata er r konstant og vi har kuleflata parametrisert ved to variable:
72 = 0 og 7% = ¢. Fra likn. (6.124) finn vi da

0. (6.124)

d, . 1(0 0033 -3 -

£(922:E2) -3 {%:&nz + %m%‘g} —0. (6.125)
d, _ . a7 g

7 (0357") = 5 { S B il 3} =0. (6.126)

Vi ser no pa kurvene T3 = ¢ = konstant, altsa 7> = 0. D& vi har % =0

ser vi at likn. (6.126) er stetta og for likn. (6.125) har vi
d  odf 0G22 ,df . 5,  0gs3 do 2}
—(— —(— =0. 12
PR { o0 \as" T o tas) =0 (6.127)
Sidan % = 0 og ds = rdf folgjer det at d9 l som syner at likn. (6.127)
ogsa er stetta. Det viser at desse kurvene er geode51ske kurver.

6.5.3 Geodesiske koordinatar

Ein kan visa at det alltid let seg gjera & velja ein koordinat transformasjon
slik at Christoffel symbola er null i eit utvalt punkt. Til dgmes kan ein velja

=" —2(0) + Lpi (0)(z™ — z™(0))(z" — 2"(0)) , (6.128)

2nm

der argumentet (0) viser til at vedkomande storleik er evaluert i punktet
Py. Ved derivasjon av likn.(6.128) finn ein

PR i ox™
6 = 97 + 17, (0) == 557 (" —2"(0)). (6.129)

I Py far vi da (merk at vi har brukt at Ffj = F;CZ)

ox' i
(a:zn>(0) = 5, (6.130)

a2$i )
(—afkaih) 0) = ~Tj(0). (6.131)
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Fin kan vidare visa at Christoffelsymbola av 1. og 2. slag transformerer som:

L Tii k ozt 0z Oxk n ort  0%xI
fm,m D5 ozl ozm oz T Y 9zn azlozm

(6.132)

_ o™ Oxt Oz ox" 0%
n o _ 7k bl : . 1
im i 9k 07l 93 | 92l OTLOT™ (6.133)

Desse relasjonane viser ogsa at Christoffelsymbola ikkje representerer ten-
sorar.
Fra likningane likn.(6.130), (6.131) og (6.133) finn vi no
~1 ~1

.(0) = F@(O)%éf&ﬁn - %T{m(o) =0. (6.134)
Dette resultatet viser at det eksisterer eit koordinatsystem som kan veljast
slik at Christoffelsymbola er null i eit vilkarleg valt punkt?. Dette punk-
tet skal vi kalla polen for transformasjonen, og koordinatsystemet kallar vi
geodesiske koordinatar med omsyn pa punktet. Den transformasjonen som
er brukt er ikkje den einaste transformasjonen, men den har den eigenskapen
at polen er plassert i origo for koordinatsystemet. Med utgangspunkt i dette
resultatet kan ein pa annan mate visa reglane for kovariant derivasjon, som
vi har omtalt tidlegare.

6.5.4 Krummingstensoren

Likninga for parallell flytting av ein vektor, likn.(6.111) kan i szerskilte tilfelle
oppfyllast uavhengig av kurvevalet mellom P, og P.
Dette er tilfelle dersom p* kan skrivast som ein implisitt funksjon av ¢
gjennom x'(t) for ei vilkarleg vald kurve, for d& har vi

@ B op* da’

dt — Ox' dt’
og den ordingere differensiallikninga likn.(6.111) kan skrivast om til ei partiell
differensiallikning

(6.135)

op*
ozt

2Sidan desse symbola ikkje er null over alt, viser dette ogsa at Christoffelsymbola ikkje
kan vera tensorar.

+p'I}; =0, (6.136)
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eller

Vp=0. (6.137)

Dersom metrikktensoren var er slik at dette let seg gjera, seier vi at rommet
vart er flatt.

Vi skal sja litt pa vilkara for at rommet er flatt og kva eit flatt rom betyr.
Fra resultatet ovanfor ser vi at eit flatt rom inneheld vektorar p slik at

Vp =0 eller € 9

%(ejpj) =0. (6.138)
Dette medfgrer at
0
og sidan
Pk =P €, (6.140)
har vi
Opk Oey,
5ei =P 5 (6.141)
Vi har med andre ord at dei n funksjonane p - g‘;’g (k=1,2,...,n) er

komponentane i ein gradient-vektor.
FEin kan no visa fglgjande teorem:

Ein vektor v som er kontinuerleg differensierleg (komponentane har kont.

deriverte) i eit omrade R, er ein gradient-vektor v = Ve eller v; = gﬁ
dersom og berre dersom
0 0

Merknad: Det er lett & visa at p;; er den kovariante representasjonen av
ein 2. ordens tensor (Stokes tensor).

a) Dersom v er ein gradient-vektor har vi p;; = 0. Dette fplgjer av
at v er ein kontinuerleg differensierleg vektori R som medfgrer
kontinuerleg 2. deriverte av .
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b) Dersom p;; = 0 eksisterer det ein skalarfunksjon ¢ slik at
v =Vo.

Dette viser vi slik: Lat oss velja ¢ eksplisitt som

Ein ser da at v = Vo, ved a bruka p;; = 0 i dei integrala ein far fram
etter a ha derivert.

Vis at ’ng%!

Vi brukar dette i resultatet vi fann ovanfor. Nemleg at

Oe,
C— 6.143
p a.:UZ Y ( )
er komponentane i ein gradient vektor. Det medfgrer at
0 Oen 0 aen
— . - ) — . -— 1 =0 6.144
ozl (p O:L"Z) Ozt (p ozl ) ’ ( )

eller sidan gfi =0 har vi

2 2
p-<ae” 0 en ):0. (6.145)

02idxt  Oxi0xI
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Da desse likningane ma vera uavhengige av dei initialkrava p stettar, sa
kan vi sja pa p som ein vilkarleg vektor og vi méa ha

02 02
(asgiay’ - a:gja;gi> en =0. (6.146)

Vi ser pa operatoren

0? ?
O0xidxri  Ozidxi’

Dy (6.147)

og merkar oss at denne operatoren transformerer som ein kovariant 2. ordens
tensor

_ 0?2 0?2 oxk ot
Dyj=—o_ ¢ _9THnh 6.148
17 970z 0wz 0z oz ™ ( )
Vis dette !
Vidare har vi
_ ox® 9zt dxc
Dz"_n = 7TTDG, C . 6.149
i€ ozt 0xJ O™ ve ( )
Til slutt fglgjer det at
_ Oz 9zt 9xc Oz
—h -t dad Y o Ad
&' D,je, = 55 927 9ok O:Ede Dge. . (6.150)

Altsa er el - D;;e;, komponentane i ein absolutt blanda tensor av orden
fire.

Denne tensoren med komponentane
R;;it = e" - Dyjey (6.151)

skal vi definera som krummingstensoren. Rommet vart er difor flatt dersom
denne tensoren er null- tensoren.
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6.5.5 Eit flatt (Euklidsk) rom

Néar rommet er flatt kan vi velja eit set av n linesert uavhengige vektorar
a; i eit punkt p. Ved a parallellflytta desse vektorane til kring liggjande
punkt i R™, kan vi definera eit sett av konstante basisvektorar €; = a;, i
eit omrade rundt p. For desse basisvektorane har vi

gij = a; - a; = konstant . (6.152)

Det tilsvarande koordinatsystemet Zz;, kallar vi eit kartesisk koordinatsys-
tem. Til a bestemma dei kartesiske koordinatane y = y(x) svarande til
dei konstante basisvektorane a;, har vi fra likn. (6.14)

ay"
e = @&7« . (6153)
Av denne likninga fglgjer det at
der  _ ﬂ a (6.154)
oxd  Qxigxk"” '
oy*
a® = a:Erer . (6.155)
Tek vi indreproduktet mellom dei to siste likningane, finn vi
0Y° b _ ﬁ (6.156)
dxm M T dxidxk” )
der vi har brukt likn.(6.63). Vidare har vi at
a2ek a3yr
—— — —~ . 6.157
Dzi0ri  Oridzidzk T ( )
Dersom y" er ein tre gonger differensierleg funksjon, sa har vi
0? 0?
ok Sk (6.158)

021023 9Dt ’

eller

Ry =0. (6.159)
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Fra likn.(6.156) folgjer det at I, =I",. Ut fra dette kan vi seia at dersom
det Riemannske rommet kan representerast med konstante basisvektorar,
altsa eit Euklidsk rom, sa fglgjer det at krummingstensoren er null-tensoren.

Omvendt kan ein visa at dersom krummingstensoren (ogsa kalla Riemann-
Christoffel tensoren) er null-tensoren, sa eksisterer det eit koordinatsystem
med konstante basisvektorar som representerer rommet. Vi kan formulera
desse resultata i fglgjande:

Teorem 6.2 FEit n-dimensjonalt Riemannsk rom, definert ved den metriske
tensoren gij, | gij | #0 09 ¢ij = gji, er eit Euklidsk rom dersom og berre
dersom Riemann-Christoffel tensoren Rk'if er null-tensoren.

Ein kan visa at kovariant derivasjon til andre orden kommuterer, (A4; ;r =
A kj), dersom og berre dersom R;Jﬁ,‘: = 0.

Den representasjonen for Riemann-Christoffel tensoren vi har vald er ein
blanda tensor av fjerde orden. Det er ogsa vanleg & skriva denne tensoren i
kovariant representasjon pa vanleg mate ved

Rkijl = ger}f'ijr . (6.160)

Ein finn ogséa i litteraturen at den siste indeksen kan vera plassert forst, sa
ein mé vera varsam med & bruka ferdige formlar utan & vita presist kva dei
star for.

Oppgaver:

1. Lat e;-ej=g;; og e"-e' =g" der {e;} og {e’} er resiproke sett.
Vis da at

gikg"™ = o

2. Lat a] vera element (ij) i ein determinant. Vis da at for tre

dimensjonar har ein

. o aiad ok
det al = { Cik192%
i emkala2a3 '
i A5 Ak
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. Lat AJ vera kofaktoren til element a/ i determinanten med element

af . Vis at
TAT — AT — o8
a; Al = al A} = ad;

der a = det af og gjev ei tolking av dette resultatet.

. Lat & og & vera nye basisvektorar slik at

€; :cgej
& =qlel
e yje

der vl =07 . Vis ut fra dette at {&'} og {&} ma vera resiproke
sett.

. Lat u og v vera to vektorar. Vis at ;0" = ujvj . Gje ei tolking av

resultatet.

. Vis at

g =det g;; = det(e; - e;) = [e1e2e3]2 = F?

og at

g 1
det ¢ = E72 ==,

g
Vink: Vis fgrst at
(3] u9g us ’LL1 ’LL2 ’LL3
uvw] = E~1| v =E|vt 0?2 3
= 1 V2 V3 | = v v v s
w1 W2 w3 wl 2 3

der ein har gatt ut fra ein basis e, es, e3, og den resiproke basisen.
Ut fra dette resultatet viser ein lett at

OV
o oo
a0 6

[uvw] [abc] = | v -

¢ <=
€<=

der a,b,c, er eit vilkarleg ikkjekoplanart sett.
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7. Vis at g;j og g% slik dei er definerte i oppgave 6 er tensorar.

8. Vis at ein tensor 7% kan representerast pa folgjande mate
Tij — girgjsTrs'

9. Lat ein partikkel ha koordinatane z' =z, 22 =y, 23 = 2.

(a) Vis at farten og akselerasjonen kan uttrykkjast som

vF =" og a" =" +2'3IT;
og at desse likningane gjeld i alle koordinatsystem.

(b) Finn eit uttrykk for storleiken pa farten og akselerasjonen i ret-
ningen ej.

(c) Rekn ut uttrykket for v* og a* eksplisitt i dei to tilfella nar
koordinatane er valde som (i) sylinderkoordinatar og (ii) kuleko-
ordinatar.

10. Vis at:
(a) Gradienten til ein skalar ¢ kan skrivast som

dp i 0 EOSD'Gijej’

Vo =e—— = =
v=e or’ €9 oxr' g ort

der G tensoren er gjeven som

G= gjkejek = epel,

og G er kofaktoren til Gij -

(b) Divergensen til ein vektor v kan skrivast som

1 0

V-v = %@(\/gvi) (6.161)
= %aii(\/gg%j) (6.162)

1 0 v i
= %M(j”gm). (6.163)
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11. Vis at permutasjonssymbolet €* er ein kontravariant tensor av orden
3 og vekt 1, og at €5, er ein kovariant tensor av orden 3 og vekt -1 .

12. Med utgangspunkt i den vanlege Stokes sats skal ein visa den gener-
aliserte satsen. Vink: Sja pa tilfelle der:

(a) v=fa der f er eit skalar felt og a ein konstant vektor.

(b) v=axf der aer konstant og f eit vektorfelt.

13. Lat ein vektor v = fa der a er ein konstant vektor og f er eit

skalarfelt, vis at
/ fdo = / Vfdr.
S 1%

Med utgangspunkt i dette resultatet skal ein visa Gauss sin generalis-
erte sats. Vi gar ut fra at rommet er Euklidsk.



Tillegg A

Andregradsflater

A.1 Ulike flatetypar

Fi andregradsflate er definert ved likninga

3 3
flar,ma,23) = > amw+ > 2bia; +C =0 (A.1)
ij=1 i=1

der minst ein av a;; er ulik null. Ein kan alltid skriva dette som ei sym-
metrisk from (a;; = aj;), kvifor 7

Ved a innfgra denne symmetriske dyaden @® og vektoren b, kan vi skriva
likn. (A.1) som

r-®.r+2b-r+C=0 (A.2)

Lat F vera mengda av alle punkt som stettar likn.(A.2). Da har vi at
dersom

r=s+(r-s)€ F=r'=s—(r—s)e F,

sa har flata eit symmetrisentrum.
Ein kan lett visa at s ma stetta likninga

4(s-®+b)-(s—r)=0 (A.3)

Da dette skal gjelda for alle r pa flata, ma vi ha
s-®+b=0. (A.4)

137
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Dersom @ er komplett, sa vil likn.(A.4) alltid ha ei lgysing og flata har eit
symmetrisentrum gjeve ved

s=-b- oL (A.5)

Vi gar ut fra at flata har eit symmetrisentrum. Da kan vi fgra inn nye
koordinatar

r=r'+s.
Set vi dette inn i likn.(A.2), finn vi

r-®-r'+ =0. (A.6)

Sidan @ er symmetrisk, kan vi alltid velja ein koordinat representasjon der
vi kan skriva likn(A.2) som (Jfr. teorem 2.20)

Hovudtype A

/\1:E% + /\glEg + /\3:E§ +d=0. (A?)

Dei flatene som har den forma som er gjeven ved likn.(A.7) skal vi
kalla hovudtype A.

Vi skal sa visa at alle andre andregradsflater hgyrer med under neste
hovudtype:

Hovudtype B

Aox? + Aoz = cx3 (A.8)

Prov:

For alle andregradsflater gjeld det at dei kan skrivast som
/\1:E%—|—/\2:E§—|—/\3:E§—|—b'r—|—020

Dette er fordi & er symmetrisk. Dersom X;#0 for ¢ = 1,2,3, sa har
vi hovudtype (A). Vis det ! Vi kan difor avgrensa oss til at minst ein
av A; = 0 og minst ein av ;0. Vi vel A3 = 0 og ved ein hgveleg
koordinattransformasjon finn ein da

/\123% + /\2!3% +dz3 =0.
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Q.E.D.

Vi kan ha ei rekkje med sertilfelle: Lat oss ta dei tilfella der andregradsflata
degenererer til den tome mengda, diskrete punkt, rette liner og plan.

type 0: den tome mengda: z2 + 3y? + 522 = —1,
type 1: eit punkt: 5z + 3y% 4+ 222 =0,

type 2: ei rett line (x-aksen): 4y? + 522 = 0,
type 3: eit plan: 422 = 0,

type 4: to plan: 322 — 5y% = 0.

Vi skal sa ta med sylinderflatene der ein av dei variable ikkje er med. Dei
er av fglgjande typar:

type 6: elliptisk sylinder: z—z + 4% =1,

2 v _
2 2 T O

type 7: hyperbolsk sylinder:

N o

type 8: parabolsk sylinder: y* = 2pz.

I dei tilfella som er tekne med ovanfor er representasjonen vald slik at det
er z-koordinaten som fell bort. Flatene er genererte av ei rett line parallell
med z- aksen som fglgjer kurva i planet z = 0, d.v.s. xy-planet. Ei slik line
kallast for ei generatrise.

Dei eigentlege andregradsflatene kan ein dela inn i seks typar:

type 9: Den elliptiske paraboloiden:

[SINIRN

|
|
[SI IR

type 11: Ellipsoiden:
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type 12: Den einkappa hyperboloiden:

Teknikken ein brukar for & fa innsyn i korleis desse ulike flatene ligg, er &
skjeera dei med hgvelege plan og sja korleis skjeeringskurvene med planet
vert. Ta som gving a ga gjennom dei ulike typane av andregradsflater for a
laga deg eit geometrisk bilete av korleis flatene ser ut.

A.2 Karakterisering av flatepunkt
Vi tek for oss ei vilkarleg flate i R? gjeven ved

fr)=0 eller f(x1,29,23) =0,

i kartesiske koordinatar. Vi skal studera eit punkt der den andre deriverte
av f er kontinuerleg for alle z;. Fra Taylors formel til andre orden (Apostol
(avsn. 9.10, likn. 9.34)) far ein da

1
f(R)=Ar-Vf(re) + §ArAr : VV f(ro) + Rs,
der R = rg+Ar. Vihar brukt ein notasjon som ein ofte ser i litteraturen
a-(b-d) “ab : .

Dessutan har vi at Rj3 er restleddet i Taylors formel, og f(ro) = 0, sidan
ro er eit punkt i flata. Vidare har vi at

o0 f

VVf(I'O) = ilijm |l‘=l‘0 s
? J

(A.9)
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er ein symmetrisk dyade.
Vi krev no at Ar ligg i tangentplanet til flata i punktet r = rg , difor har
vi

Ar - Vf(r(]) =0,

fordi V f(rg) er pr. definisjon ein normalvektor til tangentplanet.
Altsa

fR) = f(ro+ Ar) = %ArAr : VV f(ro) + Rs. (A.10)

Vi set
1
K= §ArAr : VV f(ro). (A.11)
Her er K ei symmetrisk kvadratisk form i Az;, Az; der

Ar = (Azxy, Az, Axs) .

Fgr vi gar vidare skal vi definera omgrepet definit.

Definisjon A.1 Lat F(x) wvera ei kvadratisk form definert over eit omrade
D. Lat x€ D & x#0 der x = (x1,x2, ..., Tp)

1) F(x) er positiv definit dersom F(x)>0
2) F(x) er negativ definit dersom F(x) <0
3) F(x) er positiv semidefinit dersom F(x)>0
4) F(x) er negativ semidefinit dersom F(x) <0
5) F(x) haringen av eigenskapane under 1 — 4 F(x) er indefinit.

Den kvadratiske forma K likn.(A.11) kan klassifiserast etter definisjon A.1.
Sidan K er symmetrisk kan ein alltid representera den i ein kartesisk basis
slik at vi har

K = M Az 4 M Azd + \3Az3.

Vi ser difor at det som er avgjerande for om K er definit er eigenverda \;
for den symmetriske dyaden (A.9). Det er likevel eit problem med denne
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drgftinga, som er knytt til at Az, Azo og Axsz ikkje kan veljast fritt.
Omradet D i definisjon A.1 er i dette hgvet tangentplanet, altsa eit under
omrade i R? . Vi kan koma utanom denne vansken ved & innfgra ein ny
variabel Au ved

Ar = Au x Vf.

Da har vi at Ar ligg i planet loddrett pa Vf (som vi skal ha) og dessutan
kan Au veljast fritti R3. Merk at for at Taylors formel skal gje ei brukande
tilnserming, sa ma |Ar| vera liten, og dersom K # 0, sa vil dette leddet i v.s.
av likn.(A.10) bestemma forteiknet nar |Ar| er liten nok. Den kvadratiske
forma (A.11) kan no omskrivast til fplgjande uttrykk,

K - %(Aufo)-VVf(ro)-(Aufo)

= —%Au-foVfoVf-Au. (A.12)
Der er naturleg a sja pa den symmetriske dyaden

U=VfxVVfxVf. (A.13)

Det er opplagt at denne dyaden er planar sidan den har ein invariant retning
V[ med eigenverde lik 0. Vi kan difor velja ein kartesisk basis der vi har

U = qiji] + aolsis (A14)

eller

1
K= —§(Au%a1 + Audas) (A.15)

Vi ser pa dei ulike tilfella for K:

1. ajas>0& a1 <0 positiv definit,
2. oajag >0& a1 >0 negativ definit,
3. ajas=0& a1 >0, as =0 mnegativsemidefinit,
4. ajas =0& a1 <0, ap =0 positiv semidefinit,

9. ajas <0 indefinit.
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Dei to forste tilfella ovanfor gjev eigentleg det same, tangentplanet ligg pa
eine eller andre sida av flata i ein liten omeign om punktet r = ry. Vi har
da det vi kalla eit elliptisk flatepunkt. Tilfelle 3) og 4) ovafor (merk at a;
og «ag kan byta "rolle” i 3) og 4) ) gjev ei semidefinit form, som vil seia
at det finst retningar der tangentplanet ligg i flata utan a skjera gjennom
ho. Vi har da det vi kallar eit parabolsk flatepunkt. Tilfelle 5 ovafor gjev ei
indefinit form og vi har d& det vi kallar eit hyberbolsk flatepunkt. Dersom
vi har bade a7 og as = 0, s& mé vi ga til hggare orden i Taylor utviklinga
for a bestemma kva slag flatepunkt vi har.

Merk ogsa at den andre skalaren til dyaden W, som vi kallar ), er gjeven
ved

Yy = araz + 1oz + azaz
og sidan a3 = 0, har vi
P2 = aqan (A.16)
Vi oppsummerer dette i fplgjande:

Definisjon A.2 Med utgangspunkt i likn(A.14) har vi ndr of + a3 > 0 at
flatepunktet er:

1. elliptisk dersom ajag >0 K er definit (positiv eller negativ),
2. parabolsk dersom ajas =0 K er semidefinit,

3. hyperbolsk dersom «ajay <0 K er indefinit.

Vi skal s& finna ein maéate & klassifisera desse ulike flatetypane ut fra
dyaden VVf. Lat representasjonen var vera slik at dyaden VVf er pa
diagonalform, altsa:

VV f = Aiiig + Aoiois + Asisis (A.17)
Vi har da

U=VfxVVfxVf=3Xab,
der

a; :/\ZVf X lz og bl :ll X Vf



144 TILLEGG A. ANDREGRADSFLATER

Vi finn dé den andre dyaden til W.

1 1
2 = 5¥ajxa;-bixb;= S| VP [VLL AN

0 0 0
= VPGP0 + (D + ()

Dersom alle eigenverde \; er ulik null kan dette omskrivast, sa vi far
1
o = 3 | Vf 2 MAA3Vf-VVf L. Vf. (A.18)
Dersom vi har eit eigenverde lik null t.d. A3 = 0, sa kan flata skrivast som
f(r) = (w3 — F(z1,22)) =0,
og
1 2
b2 =5 VI Ade. (A.19)

Slik at forteiknet til 19 er bestemt av forteiknet til A;Ag. Géar vi sa
tilbake til likn(A.16), sa ser vi fra likningane (A.18) og (A.19) at dette ogsa
bestemmer forteiknet til aqag og difor typen av flatepunktet.

Oppgave:

Ga ut fra at vi har ei andregrads flate med sentrum. Bruk resultatet i
likn.(A.18) til a bestemma typen av flatepunkt for denne klassen av an-
dregradsflater.



Tillegg B

Riemannsk rom,
krummingstensoren

B.1 Flater i R®

Vi skal starta med & sja litt neerare pa flater i R3, for & fa litt innsikt i kva
denne teorien gar ut pa. Ei flate i R® kan ein skriva som F(z!, 22, 2%) =0 i
det almenne tilfellet eller dersom ein kan lgysa ut eksplisitt m.o.p. 3

3 = f(zl 2?). (B.1)

Lat (zo, 3o, z0) vera eit punkt pa denne flata og lat ! = zg + 2, 2% =

Yo +vy, x° =29+ 2 D4 finn ein ved & Taylorutvikla at

8 of
z = Z0‘|’f(aab) |(my (ab)+y |(I7y =(a,b)

1 ,0%f 0% f 1 ,0%f
+ 2 |(m,y (ab)—'_‘rya oy |(r7y (ab)+ Sy Ay 2|(m,y =(a,b) +(B.2)

Vi skal studera eigenskapane til flata i eit lite omrade omkring punktet
(z0, Y0, 20) slik at |z|, |y|, |z| er sma storleikar. Vidare skal vi ga ut fra at
Taylorutviklinga konvergerer slik at dei oppskrivne ledda i likn. (B.2) gjev
ein god representasjon av flata i dette omradet. Resultatet av dette er at
ei vilkarleg flate som oppfyller krava ovanfor let seg tilnezerma v. h. a. ei 2.
gradsflate. Slike 2. gradsflater er studerte i Appendix A. Ein viser der at ein
alltid kan velja ein koordinat-representasjon der flata kan uttrykkjast utan
produktledd xy.

145
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2 = Az® 4+ By + Bi(z,y)2? + Bao(x, y)y* + Bs(x, y)zy, (B.3)

der vi har valt eit koordinatsystem med origo i P med z— aksen langs
flatenormalen ! og der 31, B2, 33 gar mot null nar || — 0 og |y| — 0 .

B.2 Flatekurver

Lat flata vera gjeven ved F(z,y, z) = 0 eller pa parameterform

x = z(u,v),
= y(’LL,’U),

= z(u,v).

Vi har at r, X r, og VF, er alternative matar & skriva normalvektorar til
flata pa. Dersom u = u(w) og v = v(w) har vi ei romkurve som ligg i flata,
flatekurve, pa parameterform med parameteren w. Lat k vera ei vilkarleg
slik flatekurve som gar gjennom punktet P. Lat hovudnormalen N til denne
kurva laga vinkelen # med flatenormalen n, der N og n er einingsvektorar.
Vidare er t einingstangentvetoren til kurva slik at n-t = 0. Sidan denne
relasjonen gjeld i ein omeign om P, kan han deriverast med omsyn pa s, der
s er bogelengda langs kurva. Ein finn da

d d dn
“(t-n)=n-—t+t — = B.4
ds( n)=n ds * ds 0, (B.4)
eller v. h. a. Frenet sin fgrste formel, d%t = kN
dn
N=—-—""_.¢ B.5
an N= g, (5.5)

der hggresida i denne likninga vil vera den same for alle kurver & som har
same tangentvektor i P. Nar 6 er vinkelen mellom n og N, sa har vi

dn | 4 . . .
Kkcost = s = Ko (Meusnier sin setning) . (B.6)
S
der k er krumminga til romkurva. Vi ser at denne krumminga har sin minste

verdi nar # = 0, d. v. s. nar hovudnornalen for kurva fell langs flatenormalen

"Merk at dette forer til at Of/dx og df /Oy bée er null i origo for systemet vart, slik
at dei linesere ledda vert null
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i punktet. Om vi skjer flata med eit plan gjennom hovudnormalen og tan-
gentvektoren til kurva, sa vil denne skjeeringskurva ha krumming kg i Fp.
Dette definerer vi som flatekrumminga i retningen t.

B.3 Flatekrumming

Lat oss fgrst sja pa krumminga til ein sirkel.

Fig. B1 Krumming av ein sirkel med radius R

Fra figuren ser ein at p? = p(2R —p) = 2pR —p? eller p?> +p? = h? = 2pR
slik at
Den siste relasjonen vil vi bruka som definisjon pa krumminga K pa ei
vilkarleg kurve, der p er malt langs hovudnormalen til kurva.

Lat likniga for flata vera gjeven som likn. (B.3)

2 = Ax? + By? + Bi(z, y)x? + Bolz, y)y? + B3z, y)xy, (B.8)

der 31, 2 og 33 alle gar mot null nar z? + y> — 0. Vi let z no svara til h i
Fig. B1. I Fig. B2 har vi laga ein skisse over eit lokalt omrade om eit punkt
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Py pa ei flate, der flatenormalen i punktet peikar i z—retningen. Figuren
syner eit elliptisk punkt, men resultatet vi finn gjeld allment.

Z\i

Snitt gjennom flata

Fig. B2 Krumming av ei flate

Vi set x = pcosa og y = psina multipliserer likninga ovanfor med 2/p?
og gar til grensa p og p gar mot null, elles har vi p = hcos@ der 8 — 0 i
grensa vi ser pa. Vi finn

k =2Acos’ a + 2Bsin? a = ki cos® a + kysin® o (B.9)

der k1 = 2A og ko = 2B er hovudkrummingane for flata i to snitt som star
normalt pa kvarandre o = 0 og o = 7. Totalkrumminga for flata er definert
som K = kiks. For ei kuleflate med radius R finn ein ut fra Fig. Bl at
k1 =ko = % og for totalkrumminga finn ein K = 1/R2.

Liouville fann fram til ein formel for totalkrumming av ei flate med
utgangspunkt i flata gjeven pa parametrisert form:

x=x(u,v), y=yu,v), ogz==z(u,v). (B.10)

Utleiding av denne formelen er noksa omfattande og komplisert, slik at det
fell utanfor ramma av dette pensumet. Vi skal difor gje formelen utan utlei-
ding for det tilfellet at parameterkurven u =konstant og v =konstant skjer
kvarandre ortogonalt.
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1 0 (190G 0 (10F
K=—<{—|[=——]—-=—|==— B.11
2H{8u (H@u) ov (H@v)} ( )
der vi som for har at E def ry - ry, og G def r, - r, og etter fgresetnadene er

Fe v v, =0. HY VEG—F? = VEG.

Lat oss sja pa ei kuleflate parametrisert ved

r = Rsinfcos¢,
Rsinfsin¢,
z = Rcosf,

der R, radius i kuleflata er ein konstant. Vi finn

rg = R{cosfcosp,cosfsing, —sinb},

ry = R{sinfsin¢,sinfcose,0},
slik at
E def I'9'I'9:R2,
F = rg-ry =0,
G = Ty Ty = stinze,
H Y VEG-F?=R?sing,
slik at med
9 _ 9
ou 08’
o _ 9
o 0¢’
finn ein fra likn. (B.11) at
1

Dette er i samsvar med det vi fann som resultat for ei kuleflate etter Eulers
formel, likn. (B.9) med K = kqiky der k1 = ko = %



150 TILLEGG B. RIEMANNSK ROM, KRUMMINGSTENSOREN

B.4 Krummingstensoren

Vi har 50 50
def
D;; = — B.13
K Ox'0x)  Oxlox’ ( )
og krummingstensoren
Rijer & Dyey, (B.14)

For & skriva denne tensoren uttrykt ved kovariante komponentar finn ein
... LT def
en- Dijer = Rii"er-ep = Riji"gnr = Rijin (B.15)
Med utgangspunkt i dette finn ein
Rijkn = ep- Dijey

— e { aaek _ aaek}
~ “h\ oo dzior

9 (1 9
= ep- {% (ijer) - @( ikeT)}
Fra likn. (6.72) har ein

If =Ty.0% = Thgu =Dy, (B.16)
Ved a bruka dette finn ein vidare at
0 0
Rijkh = €p- {% (F;’kgrmem) - % (nggrmem)}

= o0y {% (nggrm) - % ( zkgrm)}
e {(Eam26) - (a2}

d 9

T o (F ?kgrh) e (Tikgrn) = T grmlih + Tiegrm L),
d 9

- % (F;kgﬂl) - % (szgrh) + Fik,mrﬁ — thml“?;;

eller

0
(Tiegrn) + Cikm D, — TipmDin (B.17)

Rijkn = % (nggrh) ~ 3
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No har vi ogséa

LikmTih = T5hgmsTin = T Tinm (B.18)

Ved a bruka dette finn ein den alternative forma

0 0
Rijkn = gy (nggrh) ~ 57 (Likgrn) + Ljnm T — Dinm L (B.19)

Fin kan vidare syna at Riemann-Christoffel tensoren har desse symme-
trieigenskapane

Rijkn = —Rjikn

Rijkn = —Rijnk
Rijkn + Rjkin + Rgijn - = 0

Rijkn = Rkhij

Vi skal no sja pa eit enkelt tilfelle med eit to dimensjonalt rom og fplgjande
tensorprodukt med kontraksjon over to indeksar:

€M Ry = R+ Rigia+(—1)- Ragra+ (—1) - Riza1 + (—1)% - Ra1a1 = 4Ri1912

(B.20)
Sidan € og € er relative tensorar (skalar) med vekt 1 kvar av dei, sa er
resultatet ovanfor ein relativ tensor (skalar) med vekt 2. No er g = det(g;;)
ein relativ tensor (skalar) med vekt 2 slik at Rj912/g er ein absolutt skalar.
Fra likn. (B.17) fion einmed i =1, j =2, k=1, h=2.

0 0
Rig12 = 7l (T'519r2) — 92 (TT19r2) + T mI'9s — Fa1 175 (B.21)

0 d
= g1 L212) = 55 (T112) + Tiunl'sy = Pl (B.22)

Fra likn. (6.71) finn ein

1 9911
Tiiq = —
YT
1 9911
21 =2
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1 0g22

2 6:::1 ’
10911

2 6:1:2 ’
1 0gao

5 6:::1 ’
1 0gao

261’2 '

og 922 —

Iogq1=—
Iio=—
INPRES

a9 0 =

1

Vidare er g = g11922, ¢*' = T

L glik at
g22
S 1 2
_F2LSF12 —F21,1F12 - F21,2F12
11 22
—Io11lM92197 — 21211229

() -5 (

C4g1 \ 022 ) 4gm

0922
Ozt

) 2
tilsvarande resultat finn ein for

s 1 2
11,6199 I110%9 + 11121759

Ty11022,19" 4 T1p 2T29 2972
1 99110922 1 0g11 992
4g11 Oxl Ozl 4g9o 072 Ox?

Ved a setja inn i likn. (B.22) finn ein da

R 1 &gas 1 &gn
1212 2 (0x1)2 " 2 (922)2
1 (dgu\? 1 (9g22\°
i () 7 (501)
1 9g110g2 1 0g11 9922
4g11 Ozl Ozl 4goo 022 Ox?
1 0% 1 0%gn
T 2(82)2 T 2(822)2
_ 1 (5(911922) dg22 | 0(g11922) 9911
4911922 dzt  Oxt 0z?  Ox?

No har vi
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1 9(g11922)

o 1 1
- _Z B.23
\/§5$1 NG 2911922 0wl ( )
og
0 1 1 1 0(g11922)
- _Z B.24
\/§5$2 NG 2911922 Ox? ( )

slik at vi kan omforma uttrykket for Ry912 slik

_ V9] 9 (L9} 0 (1099
Hinz = 2 | ozt \ /g Ox! T oz Vg 0z? (B.25)

Vi finn da den absolutte skalaren

R 1 3} 10 3} 10
o Rme 1[0 (1 00m) 0 (1om)| g
g 2,/g | 0zt \ /g Ozt d0x? \ /g 0x?
som er same uttrykket som vi far fra Liouville sin formel likn.(B.11) for ei
flate med metrikk

ds? = Edudu + Gdvdv = gi1dztdat + gooda®da? (B.27)

For ei kuleflate altsa eit to dimensjonalt rom har ein

ds® = R2d0dO + R?sin? 0dpds (B.28)

eller g11 = gog = R%, g22 = g = R* sin?6, 9/0z' = /00 og /0x* = /D¢
og g = R*sin® §,gjev innsett i formelen for totalkrumming likn. (B.26) at

1
som samsvar med det vi fann ved a bruka formelen til Euler likn. (B.9) eller
Liouville likn. (B.11).



