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Yi = g(Xi) + ei,
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�ª�����p¡������	�p¦����³�	�8¢[�Y���p���p�����#Á@�	��¢3�p¡³�	�
�p¡[���
���p�p�����	�����¥���

n1/2 ìN�������p���p���Y�a�r����®��Y���¨§Çr�����]�p¡³�	��®��"�������[���]�p¡³�	���p¡��]�ê�[���Y�p�����
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fY (y) =

∫

fe

(

y − g(u)
)

fX(u)
¢
u,
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fY (y) = % [

fe

(

y − g(X)
)]

.
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� ���p�[���(®��(¡³���>����­����Y�p���	�p�������
(X1, Y1, ), ..., (Xn, Yn)

�	�
(X,Y )

§"���(���v�p���U¢l���������p�p� ì
���	�������¥�	�

g
Á
e
Á
fe
�	��¢��	�x�����p�����	�����	�2�p¡��]�n«U�i���Y�W�	�p�����x����Ü&�aànÁl�p¡a���

f̂Y (y) = ˜% [

f∗
ẽ

(

y − g̃(X)
)]

.
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ë¤�x�p¡[���
�³�	�i�Y�#Á
g̃
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®���¢l�p¡
hR
Á��	��¢3°>�Y�p���Y�´�ê�[���Y�p�����

K̃x,hR
(Xi) = (1/hR)K̃

(

(x − Xi)/hR

) Á

g̃(x) =

∑n
i=1 K̃x,hR

(Xi)Yi
∑n

i=1 K̃x,hR
(Xi)

.
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ẽi = Yi − g̃(Xi).
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©.¡��.���p�p�����	���
f∗

ẽ

���2­v£]�p¡��1°>�Y�p���Y�[���p�p�����	�����*®����p¡(­³�	��¢l®���¢l�p¡
hD

�	��¢"°>�Y�p���Y�U�ê�[���Y�p�����
K(·) Á

f∗
ẽ (y) =

1

(n − 1)hD

n
∑

i=2

K
(y − ẽi

hD

)

.
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f̂Y (y) =
1

n

n
∑

i=1

f∗
ẽ

(

y − g̃(Xi)
)

=
1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)hD

n
∑

j=2

K
(y − g̃(Xi) − ẽj

hD

)]

.
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∫

K ′(z)
¢
z = 0

�	��¢ ∫

z2K ′(z)
¢
z = 0.
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�l§�©.¡���¢[�Y���p���¤£
fX

¡³���
�������³���Y� ���[�[�c���p�
S(X)

Á[���¥�����a�p��������� �	��¢3�¤®1���p������� ¢l� çi�Y���Y�lì
�p�k�	­[�������x�p¡����p�[�[�i���p�#§

��§r�����
n→∞hD = 0

�	��¢6�����
n→∞n2hD = ∞ §

�
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À ����¢l���p�����èí����Q���a�p���a¢l������¢'���Ä��­[�W�	���î�p�����[���6�n«U�[�����W�p�������#§,�����p¡[���[°!���(�#�	�`­i�����Y�k�/«[��¢F§
À ����¢l���p����� �����(�	���W�Ä���W�	��¢��	��¢FÁ��	��¢`�p¡��&�������³���Y���p�[�[�i���p�(���"���v�p���U¢l������¢`�����"�p¡��6�W�	°>���	�
�p�����[�����Y���¤£>§-ëN���#�	�6�[����­³�	­[��£�­i�r���Y���#�>��¢x�	�.�p¡��������p���	�8���Y�[¦��p¡[���Y�¥�	�p¦��[���Y�v����§ À ����¢l���p����� �
���
�p�W�	��¢��	��¢F§
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f̂Y (x) − fY (x) = f̂Y (x) − f̃Y (x) + f̃Y (x) − fY (x),
Ü²Ý#ß>à

®�¡��Y���

f̃Y (x) =
1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)hD

n
∑

j=2

K
(x − g(Xi) − ej

hD

)]

,
Ü²Ý�Ý�à

�p¡³�	�2���#Á	�p¡��1�[�����i������¢"���p�p�����	�����Ó®����p¡
g(·) �	��¢ ej

�ª���
j = 1, ..., n

Á�°U���#®��´§2����±����p�Ó�������p��¢[�Y�
�p¡[�����¤���p�p�����	�������W§1È¥���#�	���F�p¡³�	�
�p¡��]Ã æ % �#�	�3­c��¢[���������i������¢,��������������®
�#Á

Ã æ % (f̃Y (x)) = % [(f̃Y (x) − fY (x))2] =
���	�

(f̃Y (x)) + [ % (f̃Y (x)) − fY (x)]2.
Ü²Ý#í>à

©8�"�#����� �����W�	�p�����´ÁU®1�r���#® ���Y�
hD = h

§ À �����p��¢[�Y���p¡�� ­[�k���1���Y�p�;±����p�#§ æ �������
Xi

�	��¢
ej
�	���

����¢[�Y�i�Y��¢[�Y�v�
�ª���¥�	���
i
�	��¢

j
Á

% (

f̃Y (x)
)

=
1

n(n − 1)h
%
[

n
∑

i=1

n
∑

j=2

K
(x − g(Xi) − ej

h

)

]

=
1

h
%
[

K
(x − g(X) − e

h

)

]

.
Ü²Ý �>à

�[�[�p�p¡��Y�#ÁÓ­a£!�x��¡³�	�[¦>�&�	�
���	�p�k�	­[����Á%�p¡��������v�>�����[�p�����î�[�����i�Y�p�N£!�	��¢`©%�#£a�����(�n«U�³�	���������´Á%®��
¦>�Y�

1

h
%
[

K
(x − g(X) − e

h

)]

=
1

h

∫∫

K
(x − g(v) − u

h

)

fX(v)fe(u)
¢
v
¢
u

=

∫∫

K(w)fX(v)fe(x − g(v) − hw)
¢
v
¢
w

=

∫

K(w)fY (x − hw)
¢
w = fY (x) +

h2

2
f ′′

Y (x)

∫

w2K(w)
¢
w + O(h4).

©.¡v���¥�p¡���­[�k���
�#�	�x­i��®��p���p���Y�´Á

% (

f̃Y (x)
)

− fY (x) =
h2

2
f ′′

Y (x)

∫

w2K(w)
¢
w + O(h4).

Ü²Ý �aà
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�	�p¦��[���Y�v� ��� æ �����>��¢l�W��á À ����Üªí�ß�ß�ß>ànÁ

���	� (
f̃Y (x)

)

=
1

n2(n − 1)2h2

���	� [ n
∑

i=1

n
∑

j=2

K
(x − g(Xi) − ej

h

)]

=
1

n2(n − 1)2h2

n
∑

i=1

n
∑

j=2

n
∑

k=1

n
∑

l=2

����� (
K

(x − g(Xi) − ej

h

)

,K
(x − g(Xk) − el

h

)

)

=
1

n2(n − 1)2h2

[

(n − 1)
���	� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

) Ü²Ý#å>à

+(n − 1)(n − 2)
���	� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

) Ü²Ý#é>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
����� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X1) − e3

h

)

) Ü²Ý ��à

+2(n − 1)(n − 2)(n − 3)
����� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X3) − e1

h

)

) Ü²Ý �>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
����� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X3) − e2

h

)

) Ü²Ý#Þ>à

+(n − 1)(n − 2)
���#� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X2) − e1

h

)

) Üªí�ß>à

+2(n − 1)(n − 2)
���#� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X1) − e2

h

)

) ÜªílÝ�à

+2(n − 1)(n − 2)
���#� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X2) − e1

h

)

) Üªí�í>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)
���#� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X3) − e4

h

)

) Üªí �>à

+(n − 1)(n − 2)
���#� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X2) − e2

h

)

) Üªí
�aà

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
����� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X2) − e3

h

)

) Üªí�å>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� (

K
(x − g(X2) − e1

h

)

,K
(x − g(X1) − e3

h

)

)]

.
Üªí�é>à

% ���W¡����	�p�k�	�����]�	��¢x���#���	�p�k�	���������Y�p� �#�	��­c���p�p��¢l����¢x���p���[¦

���	�
(X) = % (X2) −

( % (X)
)2

,
Üªí ��à

���#�
(X,Y ) = % (XY ) − % (X) % (Y ).

Üªí �>à

��£3����¢[�Y�c�Y��¢[�Y�����Q�p¡��Q���Y�p���"Ü²Ý �>àYÁ2Üªí�ß>àYÁ%Üªí �>à�Á%Üªí
�aàYÁÓÜªí�å>à
�	��¢'Üªí�é>à
�	���"��Æv�³�	�%��� �#�Y���[Ái�	��¢
®1� � ���p��¡³�#�>�������n«��	���������p¡������Y���	���[���[¦����Y�p����§

% Æa�³�	�p�����`Ü²Ý#å>à.���

���	� (
K

(x − g(X1) − e1

h

)

)

= %
(

K2
(x − g(X1) − e1

h

)

)

−
[

%
(

K
(x − g(X1) − e1

h

)

)]2
.

z
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%
(

K2
(x − g(X1) − e1

h

)

)

=

∫∫

K2
(x − g(v) − u

h

)

fX(v)fe(u)
¢
v
¢
u

= h

∫∫

K2(z)fX(v)fe(x − g(v) − hz)
¢
v
¢
z = h

∫

K2(z)fY (x − zh)
¢
z

= h

∫

K2(z)
[

fY (x) − hzf ′
Y (x) +

h2z2

2
f ′′

Y (x)
] ¢

z + O(h4)

= hfY (x)

∫

K2(z)
¢
z +

h3

2
f ′′

Y (x)

∫

z2K2(z)
¢
z + O(h4).

©.¡�������������¢x���Y�p� ���3�p¡������	�p�k�	�������n«U�[�����W�p�����3���#Ál���p���[¦��n«����Y�p��£&�p¡����W�	����������¡[�[��Æa�����#Á
[

%
(

K
(x − g(X1) − e1

h

)

)]2
=

[

h
[

fY (x) +
h2

2
f ′′

Y (x)

∫

z2K(z)
¢
z + o(h2)

]

]2
.

ë¤�3�����W�	�¨Á

(n − 1)
���	� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

)

= (n − 1)
[

hfY (x)

∫

K2(z)
¢
z − h2f2

Y (x) + O(h2)
]

.
Üªí�Þ>à

©.¡�������������¢x���Y�p�xÁ8Ü²Ý#é>ànÁ[���#Á
���	� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

= %
(

K2
(x − g(X1) − e2

h

)

)

−
[

%
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)]2
.

©.¡[�������
��Æa�³�	�´���(���Y�p�äÜ²Ý#å>à�Ál�p¡v���#Á

(n − 1)(n − 2)
���	� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

= (n − 1)(n − 2)
[

hfY (x)

∫

K2(z)
¢
z − h2f2

Y (x) + O(h2)
]

.
Ü$��ß>à

©.¡����p¡[����¢3���Y�p�xÁ³��Æv�³�	�p������Ü²Ý ��à�Ál���
���#� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X1) − e3

h

)

)

= %
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

K
(x − g(X1) − e3

h

)

)

− %
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

%
(

K
(x − g(X1) − e3

h

)

)

.
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%
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

K
(x − g(X1) − e3

h

)

)

=

∫∫∫

K
(x − g(v) − u1

h

)

K
(x − g(v) − u2

h

)

fX(v)fe(u1)fe(u2)
¢
v
¢
u1
¢
u2

= h2

∫∫∫

K(z1)K(z2)fX(v)fe(x − g(v) − z1h)fe(x − g(v) − z2h)
¢
v
¢
z1
¢
z2

= h2
[

∫

fX(v)f2
e

(

x − g(v)
) ¢

v + O(h2)
]

.

�
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%
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

%
(

K
(x − g(X1) − e3

h

)

)

=
[

h
[

fY (x) +
h2

2
f ′′

Y (x)

∫

z2K(z)
¢
z + o(h2)

]

]2
= h2f2

Y (x) + O(h4).

ë¤�3�����W�	�´�p¡[����¦����>���#Á

(n − 1)(n − 2)(n − 3)
����� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X1) − e3

h

)

)

= (n − 1)(n − 2)(n − 3)
[

h2

∫

fX(v)f2
e

(

x − g(v)
) ¢

v − h2f2
Y (x) + O(h4)

]

.
Ü$�lÝ�à

©.¡���±[���p¡x���Y�p�xÁ���Æa�³�	�p������Ü²Ý#Þ>à����

���#� (
K

(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X3) − e2

h

)

)

.
Ü$��í>à

�r�p���[¦��p¡��]�����p�[���[�p�������p¡³�	�
�p¡������v�>�Y�����Q�	�
g(·) �n«l���p����®�����­[�W�	���

%
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

K
(x − g(X3) − e2

h

)

)

=

∫∫∫

K
(x − g(v) − u

h

)

K
(x − g(w) − u

h

)

fe(u)fX(v)fX(w)
¢
u
¢
v
¢
w

= h2

∫∫∫

K(z1)K(z2)fX(v)lX(g(v) + h(z1 − z2))fe(x − g(v) − hz1)

×r
(

g(v) + h(z1 − z2)
) ¢

v
¢
z1
¢
z2 = h2

∫

r
(

g(v)
)

fX(v)fe

(

x − g(v)
)

lX
(

g(v)
) ¢

v + O(h4),

®�¡��Y���
(g−1)′ = r

�	��¢
fX(g−1) = lX

§*Çr�������p¡³�	�

r(v) =

¢
¢
v

(

g−1(v)
)

=
1

g′
(

g−1(v)
) ,

�	��¢
g−1

(

g(v)
)

= v
Á��p¡v���

r
(

g(v)
)

=
1

g′(v)�	��¢
lX

(

g(v)
)

= fX

(

g−1(g(v))
)

= fX(v).
� ��­c�n�ª������Á

%
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

%
(

K
(x − g(X3) − e1

h

)

)

= h2f2
Y (x) + O(h4).

ë¤�3�����W�	�¨Á

(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� (

K
(x − g(X1) − e2

h

)

,K
(x − g(X3) − e2

h

)

)

= (n − 1)(n − 2)(n − 3)
[

h2

∫

f2
X(v)fe

(

x − g(v)
)

g′(v)

¢
v − h2f2

Y (x) + O(h4)
]

.
Ü$� �>à
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���#� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

.
Ü$�
�aà

����¡³�#�>�

%
(

K
(x − g(X1) − e1

h

)

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

=

∫∫∫

K
(x − g(v) − u

h

)

K
(x − g(v) − w

h

)

fX(v)fe(u)fe(w)
¢
v
¢
u
¢
w

= h2

∫∫∫

K(z1)K(z2)fX(v)fe(x − g(v) − hz1)fe(x − g(v) − hz2)
¢
v
¢
z1
¢
z2

= h2

∫

fX(v)fe

(

x − g(v)
)

fe

(

x − g(v)
) ¢

v + O(h4).

� ��­c�n�ª������Á

%
(

K
(x − g(X1) − e1

h

)

)

%
(

K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

= h2f2
Y (x) + O(h4).

ë¤�3�����W�	�¨Á

2(n − 1)(n − 2)
���#� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X1) − e2

h

)

)

= 2(n − 1)(n − 2)
[

h2

∫

fX(v)f2
e

(

x − g(v)
) ¢

v

−h2f2
Y (x) + O(h4)

]

.
Ü$��å>à

©.¡����Y��¦��p¡����Y�p�xÁ���Æv�³�	�p�����`Üªí�í>àYÁl���

���#� (
K

(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X2) − e1

h

)

)

.
Ü$��é>à
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2(n − 1)(n − 2)
���#� (

K
(x − g(X1) − e1

h

)

,K
(x − g(X2) − e1

h

)

)

= 2(n − 1)(n − 2)
[

h2

∫

f2
X(v)fe

(

x − g(v)
)

g′(v)

¢
v

−h2f2
Y (x) + O(h4)

]

.
Ü$� ��à
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���	� (
f̃Y (x)

)

=
1

n − 1

∫

fX(v)f2
e

(

x − g(v)
) ¢

v

+
1

n − 1

∫

f2
X(v)fe

(

x − g(v)
)

g′(v)

¢
v − 2

n − 1
f2

Y (x)

+
1

n(n − 1)h
fY (x)

∫

K2(z)
¢
z + O

(

(n − 1)−1h2
)

.
Ü$� �>à
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 ­����Y�p�>�¥�p¡³�	�-������� �p¡[���1�n«l�[�������p�������p¡��
���	�p�k�	�����¥�	�
f̃Y (x)

¡³�������#��¢l���[¦]���Y�p�����	�F����¢[�Y�
n−1 Á�p¡[���1���������v�p�W�����1�����p¡��¥°>�Y�p���Y�c¢[�Y�������N£����p�p�����	������®�¡[����¡&¡³�������#��¢l���[¦Q���Y�p���

(nh)−1 Áa�W���
��§ ¦�§�!�	��¢�á ãv�������]Ü²Ý#Þ�Þ�å>à.�³�	¦>�]ílÝ�§
©.¡a���
�p¡���Ã æ % �ª��� f̃Y (x)

­i�����������#Á

Ã æ % (

f̃Y (x)
)

= %
[

(

f̃Y (x) − fY (x)
)2

]

=
1

4
h4f ′′

Y (x)2
[

∫

w2K(w)
¢
w

]2

+
1

n − 1

∫

fX(v)f2
e

(

x − g(v)
) ¢

v

+
1

n − 1

∫

f2
X(v)fe

(

x − g(v)
)

g′(v)

¢
v − 2

n − 1
f2

Y (x)

+
1

n(n − 1)h
fY (x)

∫

K2(z)
¢
z + O

(

(n − 1)−1h2
)

+ O(h6).
Ü$��Þ>à

ëN�
h
���¥�	�Ó����¢[�Y�

n−1/4 ���
����������®
�
�p�p���U�k�	����£��p¡³�	�
�p¡��]Ã æ % �����	�Ó����¢[�Y� O(n−1)
§

Çr�����"�p¡³�	�r�p¡��Y�����	���"­[�k��������¢l���Y���[¦3������¡[�[��Æa�����#Ái���p���[¦3��§ ¦�§���¡[��¦�¡��Y������¢[�Y��°>�Y�p���Y�¨ÁF�����
��§ ¦�§Ó�!�	��¢xá ã>�������]Ü²Ý#Þ�Þ�å>à��³�	¦>� ��ílÁ[���Q�p¡³�	���p¡��r­[�k�����#�	�&­i�r����¢l������¢6���

O(h6)
���

O(h8)
Á

�W�#£>Áv®�¡[�����
���p�����³°>���Y�[���[¦]�p¡��¥���	�p�k�	�����r�	�
O(n−1)

§*©.¡[���-���#�	���1�p¡³�	�-�p¡��Y���¥®1���[��¢�­c�¥��®���¢[�Y�
��¡��������Q�	�2­³�	��¢l®���¢l�p¡��
������®�¡[���W¡��p¡���Ã æ % ���
�	�*����¢[�Y� n−1 §

���"���n«l�����p��¢l£��p¡��"�[�����c�Y�p�p�����]�	���p¡��(���p¡��Y�����Y�p� ���D��Æa�³�	�p�����èÜ²Ý#ß>ànÁi�p¡³�	�����#Á
f̂Y (x) −

f̃Y (x)
§2Ú �Y���1�������1��¢[¢l���p�����³�	�������p�[���[�p�������Ó�	���-������¢[��¢F§ �.�n��������®1�1�����p�8�p¡��Y�xÁ	���Y�

fX,Y (x, y)¢[�Y���������p¡�� �p�����v� ¢l���p�p�p��­[�[�p�����,�	�
(X,Y )

Á[¢[�n±����
m(x) =

∫

yf(x, y)
¢
y �

ål§ % |Y |s < ∞ �	��¢x�p�[�
x

∫

|y|sf(x, y)
¢
y < ∞ Á

s ≥ 2
§

él§
m
���
�����a�p��������� ���

S(X)
§

À �����p��¢[�Y���p¡��r���p�p�����	�����
f̂Y (x)

����ÜªÞ>àn§ ��£��p�[­��p�p���p�[�p���[¦"�ª���
ẽj
Ál©2��£U�����
�n«U�³�	��¢l���[¦

K(·)�	�����[��¢
(x − g(Xi) − ej)/h

�	��¢x���p���[¦��p¡������#�	�x���	�������p¡��������Y�xÁ�®�����­[�W�	���´Á

f̂Y (x) =
1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)h

n
∑

j=2

K
(x − g̃(Xi) − ẽj

h

)

]

=
1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)h

n
∑

j=2

K
(x − g(Xi) − ej + g̃(Xj) − g(Xj) − (g̃(Xi) − g(Xi))

h

)

]

=
1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)h

n
∑

j=2

[

K
(x − g(Xi) − ej

h

)

+ K ′(x − g(Xi) − ej

h

)

×
( g̃(Xj) − g(Xj) − (g̃(Xi) − g(Xi))

h

)

+ OP

(

(
g̃(Xj) − g(Xj) − (g̃(Xi) − g(Xi))

h
)2

)]

]

.
Ü&�vß>à
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©.¡v����Á

f̂Y (x) − f̃Y (x) =

1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)h

n
∑

j=2

[

K ′(x − g(Xi) − ej

h

)

· g̃(Xj) − g(Xj)

h

+K ′(x − g(Xi) − ej

h

)

· g(Xi) − g̃(Xi)

h

]

]

+
1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)h

n
∑

j=2

OP

(

(
g̃(Xj) − g(Xj) − (g̃(Xi) − g(Xi))

h
)2

)

]

.
Ü&��Ý�à

�´�Y�r��� ±����p�r�n«��	�������Q�p¡��Q����������¢,���Y�p� ���,�p¡��"©%�#£a�������n«l�³�	���p�����D�	­c���>��§ ���"��­����Y�p�>�Q�p¡³�	�
�ª���

i = j
������� �#�Y���[§ �����

i 6= j
Á%� �.®���¢[�Y��������­a£

Fn
�p¡����������������Y���[���p���#�	�.¢l���p�p��­[�[�p�����

���[���Y�p�������	�
Xi

�	��¢
Xj
Á

1

h3

∣

∣

∣

1

n

n
∑

i=1

[ 1

(n − 1)

n
∑

j=2

(

g̃(Xj) − g(Xj) − (g̃(Xi) − g(Xi))
)]2

∣

∣

∣

≤ 1

h3

∫∫ ���[�
x1∈S(X),x2∈S(X)

∣

∣

∣

(

g̃(x2) − g(x2) − (g̃(x1) − g(x1))
)2

∣

∣

∣

¢
Fn(x1)

¢
Fn(x2)

≤ 1

h3

�p�[�
x1∈S(X),x2∈S(X)

∣

∣

∣

(

g̃(x2) − g(x2) − (g̃(x1) − g(x1))
)2

∣

∣

∣

∫∫ ¢
Fn(x1)

¢
Fn(x2)

=
1

h3

�p�[�
x1∈S(X),x2∈S(X)

∣

∣

∣

(

g(x1) − g̃(x1)
)2

+ 2
(

g(x1) − g̃(x1)
)

×
(

g̃(x2) − g(x2)
)

+
(

g̃(x2) − g(x2)
)2

∣

∣

∣
.
Ü&�ví>à

�r�p���[¦��"�[�[� �����p� �����a�>�Y�p¦>�Y�����������p�[���.�ª�����p¡���Çr��¢��	�p£v�/ì¨�!�	���W�������p�p�����	����� �	��¢6���	°U���[¦������
�	�-�����p�[���[�p������� å��	��¢,élÁ[������ÃÄ���W°xá æ �����>�Y�p���	�`Ü²Ý#Þ ��í>ànÁ

�p�[�
x∈S(X)|g̃(x) − g(x)| = OP

(

[ 1

nhR

����¦ ( 1

hR

)]1/2
)

,
Ü&� �>à

�	��¢3��®��Y��� ì¨°a����®��3�����p�[���1�ê����� ����¢[�Y�.�����[����­³�	­[�������¤£>Á[®1����­[�W�	���6�p¡³�	�.�p¡�� ����¢[�Y���	�8�p¡�� ���Y�p�
���xÆa�����p�p�����x���

OP

( 1

nhR · h3

����¦ ( 1

hR

)

)

,
Ü&� �aà

®�¡��Y���
hR

����¢[�n±�����¢!���èÜªé>àY§ �r�p���[¦3�p¡����W�	�����	�p¦��[���Y�a�"����®�¡��Y�!�Y���	���³�	�p���[¦îÜ&�ví>àr����®������
�	������­i�.�����Y���p¡³�	�*�p¡��.���#�	���	�c�p¡��
�	­��W�����[���.���	�����
�	��¢(�p¡����p�W�	��¢��	��¢�¢[�Y�a�k�	�p�������	�i�p¡[���Ó���Y�p�
���
�	�Ó�p¡�������¢[�Y�
¦����>�Y�x���`Ü&� �aàY§¥Ü æ ����­i�Y���#®H�ª�����p¡����n«l���p���Y�������	�Ó�p¡�������Æa�³�	�v�p���p�����¥�[��¢[�Y�
�p¡��
�����p�[���[�p�����

infx∈S(X) fX(x) > 0
§ à

©.¡��Y���,�������c�����Y�a�p�k�	� ���D�����[�����>�¬��� Ü&� �aànÁ��p�������3�p¡��,�Y���	���[�p�����â����Æa�[�������Y�p��¢[��§ � �
�	�����Y�p�³�	�p���>�"®1���[��¢Ä­i�]�����p�p£3�����Y���	���³�	���"�p¡��Q����¢[�Y���	���p¡��"����������¢Ä����¢[�Y� ���Y�p��¢l�������Y�p��£>ÁF���
®������i­c�r¢[�����r�[�������Y�v�p��£��ª���1�p¡�� ±����p������¢[�Y�.���Y�p� ���p���[¦(�p¡��r�����a�>�����[�p�����x�[�����i�Y�p�N£>Á��	��¢&�p¡��Y�
�����Y����¢[�6�x�p¡[����¢`����¢[�Y�Q���Y�p�)®�¡[����¡'�#�	�`­c���Y���	���³�	����¢ Ü��Y�p��¢[�Y��£[àQ���(�	­c���>��ÁÓ�����p�[���p���[¦,���î�
���Y�p�

Op

(

[

1
nhRh3

����¦ 1
hR

]3/2
) § �����-�p¡��
�Y�p��¢[� ���p�p�����	���]Ü&� �aà*����­c���	�F����¢[�Y�

O( 1√
n
)
Á>®����]�����

¡³���>�
hRh3 = O(n−1/2−ε)

�����
�W�����
ε > 0.

Ü&�vå>à
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�[�[�p�p¡��Y�#Á����Y�Q�[�(�n«��	���������p¡���±����p�"���Y�p� �	�
�p¡��6©%��£U�������n«U�³�	���������'�	�
f̂Y (x) − f̃Y (x)

§
ëN� �p¡[���������	���k�	�p¦>�Y������¢[�Y���p¡³�	� Ü&� �aàYÁ��p¡[����®�������­c�6�p¡��x�����a�p�p��­[�[�p���[¦����Y�p�x§Å���3�p�W�	�p��­v£
�n«��	�����[���[¦��p¡����n«l�c���Y�W�	�p�������	���p¡[���]���Y�p�x§ �������p¡����n«U�i���Y�W�	�p�������	�.�p¡[�������Y�p�������n«U���p��®��
������¢"�p¡����n«U�������Y�������	� % (g̃(Xi)−g(Xi))

Á�­[�[�Ó���p���[¦��p¡���¢[�n±��[���p�������	�³�p¡���Ç���¢��	�W��£v�/ì¨�!�	�������
���p�p�����	�����#Á³�p¡[���
�n«U��������� �2�p¡��]¢[�Y���p���N£6���[���Y�p�����

fX
��� �p����¡��p¡³�	�

infx∈S(X) fX(x) > 0
§�©.¡[���

���������p�[����¢,���,�p¡��]�ª�������#®����[¦�§����(�	¦v�	���Ä�������Q�p¡³�	���p¡��Q�n«l�i���Y�W�	�p�����¬¢l���m�	�[�c�#�	��� �ª���
i = j

Á
�	��¢6�ª���

i 6= j
®���¡³���>��Á³���p���[¦�����¢[�Y�i�Y��¢[�Y������Á[�ª���
�p¡��r±����p�
�³�	�p�¥�	�Ó�p¡��r±����p�¥����¢[�Y�¥���Y�p�

%
( 1

n(n − 1)h

n
∑

i=1

n
∑

j=2

K ′(x − g(Xi) − ej

h

)

·
( g̃(Xj) − g(Xj)

h

)

)

∼ 1

h2

∫∫∫

K ′(x − g(x1) − u

h

)( % (g̃(x2)) − g(x2)
)

fe(u)fX(x1)fX(x2)
¢
u
¢
x1
¢
x2.

Ü&�vé>à
Çr�#®Ö©2��£U����� �n«l�³�	��¢l���[¦��	��¢3���p���[¦��������a�>�����[�p�����Ä�	�p¦��[���Y�a�#Á³®�����­[�W�	���

1

h

∫∫∫

K ′(z1)
( % (g̃(x2)) − g(x2)

)

fe(x − g(x1) − z1h)fX(x1)fX(x2)
¢
z1
¢
x1
¢
x2

=
1

h

∫∫

K ′(z1)
( % (g̃(x2)) − g(x2)

)

fY (x − z1h)fX(x2)
¢
z1
¢
x2 =

−f ′
Y (x)

∫

z1K
′(z1)

¢
z1

∫

( % (g̃(x2)) − g(x2)
)

fX(x2)
¢
x2

+
h

2
f ′′

Y (x)

∫

z2
1K ′(z1)

¢
z1

∫

( % (g̃(x2)) − g(x2)
)

fX(x2)
¢
x2 + O(h4).

Ü&� ��à

 ­����Y�p�>�"�p¡³�	���p�������Q�p¡��"°>�Y�p���Y�*���r��£a�����Y�p�p����Á ∫

z2
1K ′(z1)

¢
z1 = 0

ÁF�����p¡��Y���(���r�������Y�p���	�
����¢[�Y�

O(h3)
§�©.¡���®�¡������Q���Y�p�ï���r�	�-����¢[�Y�

O(h2)
�p¡[�����[¦�¡Ä�p¡��]¢[�Y�i�Y��¢[�Y�����"��� % (

g̃(x2) −
g(x2)

) §
% «��	�����[���[¦��p¡��]����������¢3�³�	�p�
�	�Ó�p¡���±����p�
����¢[�Y�
���Y�p� ���`Ü&��Ý�àYÁl­v£6�p�������k�	� �	�p¦��[���Y�a���

− %
( 1

n(n − 1)h

n
∑

i=1

n
∑

j=2

K ′(x − g(Xi) − ej

h

)

·
( g̃(Xi) − g(Xi)

h

)

)

∼
∫

z2K
′(z2)

¢
z2

∫

( % (g̃(x1)) − g(x1)
)

f ′
e

(

x − g(x1)
)

fX(x1)
¢
x1 + O(h4).

Ü&� �>à

ë¤�Ä�����W�	�¨Á´�p¡��Q���Y�p����Ü&� ��à��	��¢îÜ&� �>à��	�����	�1����¢[�Y�
h2 Ái­[�[���#�	�D­c�"����¢l������¢¬­v£,¡[��¦�¡��Y������¢[�Y�°>�Y�p���Y���#§

�[�[�p�p¡��Y�#Á�®��3�n«[�	�������3�p¡��6���	�p�k�	�����3�	���p¡��&±����p������¢[�Y�����Y�p� ���ÖÜ&��Ý�àY§`©.¡��3������¢l���p�����
infx∈S(X) fX(x) > 0

�	¦v�	���D¦��³�	�W�	�v���������p¡����n«l���p���Y�������	���p¡[�������	�p�k�	������§(©.¡��(�#�	���Y�[�k�	�p�������
�	���"�p�������k�	�������p¡��(�#�	���Y�[�k�	�p��������®�¡��Y���"®1�Q�ª���[��¢,�p¡��Q���	�p�k�	�����"�	�

f̃Y (x)
§r©.¡��"���	�p�k�	�����"���

Æa�����p�p�����x���#Á

���	� ( 1

n(n − 1)h2

n
∑

i=1

n
∑

j=2

[

K ′(x − g(Xi) − ej

h

)(

g(Xi) − g̃(Xi) + g̃(Xj) − g(Xj)
)

])

=
1

n2(n − 1)2h4

n
∑

i=1

n
∑

j=2

n
∑

k=1

n
∑

l=2

���#� [
K ′(x − g(Xi) − ej

h

)(

g(Xi) − g̃(Xi) + g̃(Xj) − g(Xj)
)

,

K ′(x − g(Xk) − el

h

)(

g(Xk) − g̃(Xk) + g̃(Xl) − g(Xl)
)

]

.
Ü&�vÞ>à
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©.¡��&�Y���	���³�	�p�����'�	�
�p¡����������Y�p���Q�#�	�`­c�������[��¢����!�p¡��6�	�[�i�Y��¢l� «i§,ëN�Q�p�[�p���Q���[�"�p¡³�	�Q�p¡��Y£
�	���]�	������¢[�Y�

O(h4/n)
Á³�p¡v���r�p¡��Y£3®������%���[��£x�����a�p�p��­[�[���"¡[��¦�¡��Y�r����¢[�Y���nçi���Y��� �����p¡��Q�#�>�Y�W�	���

���	�p�k�	�������	�
f̂Y (x)

§
ë¤�,�����W�	�2�p¡��"­[�k��� �	�

f̂Y (x)
®������Ó�������p���p���r�	���p¡��Q���Y�p����Ü²Ý �aàYÁ2Ü&� ��àr�	��¢'Ü&� �>àY§r©.¡[��� ���r�	�

����¢[�Y�
h2 Á´���r�ª��� �p¡��(°>�Y�p���Y�*¢[�Y���p���¤£Ä�����p�����	�����#ÁF­[�[����� ®��(®������*�����"���Ä�p¡��"���n«l�������Y�p�����´Á8�­[�k���������[���#�>�Y���Y�a������£&���Y�p�³�	����£��a���Y�[�����&�W����� �#��������§2ëN�´�p¡�� ­³�	��¢l®���¢l�p¡6������¢l���p������Ü&�vå>à-���
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Xt = g(Xt−1) + et
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¢[�Y���p���¤£6�	�2�p¡����[���U�������

Xt
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©.¡������	�p�k�	�����.���,Ü&�vÞ>à2�#�	��­i���Y�k�����p� ±³��¢(���a�����p¡��.�ª�������#®����[¦��¤£a�i�
�	�@���Y�p���rÜ������
�	����� æ ���#�>��¢l�W�
á À ����Üªí�ß�ß�ß>àpà

�

1

n2(n − 1)2h4

[

(n − 1)
���	� (

K ′(x − g(X1) − e1

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X1 ) − g(X1)
)

) Üªé�í>à

+(n − 1)(n − 2)
���	� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

) Üªé �>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X1) − e3

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X3) − g(X3)
)

) Üªé
�aà

+2(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X3) − e1

h

)(

g(X3) − g̃(X3) + g̃(X1) − g(X1)
)

) Üªé�å>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X3) − e2

h

)(

g(X3) − g̃(X3) + g̃(X2) − g(X2)
)

) Üªé�é>à

+(n − 1)(n − 2)
����� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X2) − e1

h

)(

g(X2) − g̃(X2) + g̃(X1) − g(X1)
)

) Üªé ��à

+2(n − 1)(n − 2)
���#� (

K ′(x − g(X1) − e1

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X1) − g(X1)
)

,

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

) Üªé �>à

+2(n − 1)(n − 2)
���#� (

K ′(x − g(X1) − e1

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X1) − g(X1)
)

,

K ′(x − g(X2) − e1

h

)(

g(X2) − g̃(X2) + g̃(X1) − g(X1)
)

) Üªé�Þ>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)(n − 4)
����� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X3) − e4

h

)(

g(X3) − g̃(X3) + g̃(X4) − g(X4)
)

) Ü���ß>à

+(n − 1)(n − 2)
����� (

K ′(x − g(X1) − e1

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X1) − g(X1)
)

,

K ′(x − g(X2) − e2

h

)(

g(X2) − g̃(X2) + g̃(X2) − g(X2)
)

) Ü��UÝ�à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� (

K ′(x − g(X1) − e1

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X1) − g(X1)
)

,

K ′(x − g(X2) − e3

h

)(

g(X2) − g̃(X2) + g̃(X3) − g(X3)
)

) Ü���í>à

+(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� (

K ′(x − g(X2) − e1

h

)(

g(X2) − g̃(X2) + g̃(X1) − g(X1)
)

,

K ′(x − g(X1) − e3

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X3) − g(X3)
)

)]

.
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Üªé �>à��	��¢ÅÜªé�Þ>à��	�����	�[�������	�p���#�	����£��#�Y���[§(Ú �Y�����(®����p�p��¢l£��p¡��(���Y���	���[���[¦Ä�p� «����Y�p���#Á8���p���[¦
���	�

(X) = % (X2) −
( % (X)

)2 �	��¢x�����
(X,Y ) = % (XY ) − % (X) % (Y )

§
% «��	�����[���[¦��p¡������Y�p�äÜªé �>ànÁ

(n − 1)(n − 2)
���	� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

)

.
= (n − 1)(n − 2)

���	�
(U).

Ü��"�aà

æ �W�	�p�p���[¦�­a£`�n«��	�����[���[¦ % (U2)
Á����p���[¦D�p¡��3�W�	���6�����W¡[�[��Æv�����&���(®�¡��Y�Å¢[�Y�p���a���[¦ Ü&� ��à(�	��¢

Ü&� �>àYÁ��	��¢x��������� ∫

z
(

K ′(z)
)2 ¢

z = 0
Ál®1�]��­[�W�	���´Á

% (U2) ∼
∫∫∫

K
′(x − g(v) − u

h

)2 % [(

g(v) − g̃(v) + g̃(w) − g(w)
)2]

×fe(u)fX(v)fX(w)
¢
u
¢
v
¢
w = h

∫∫∫

K ′(z)2 % [(

g(v) − g̃(v) + g̃(w) − g(w)
)2]

×fX(v)fX(w)fe(x − g(v) − zh)
¢
v
¢
w
¢
z = h

∫∫∫

K ′(z)2

× % [(

g(v) − g̃(v) + g̃(w) − g(w)
)2]

fX(v)fX(w)fe(x − g(v))
¢
v
¢
w
¢
z + O(h5).

Ü���å>à

Çr�n«U�#Ál���p���[¦��p¡����W�	����������¡[�[��Æa����Á

( % (U)
)2 ∼ h2

[

∫∫∫

K ′(z) % [

g(v) − g̃(v) + g̃(w) − g(w)
]

×fX(v)fX(w)fe(x − g(v))
¢
v
¢
w
¢
z
]2

+ O(h5).
Ü���é>à

©.¡v���.�p¡��r���#��¢l���[¦����Y�p� �	��Üªé �>à-®������i­i�
O((n− 1)(n− 2)h4)

Ál�p�������r�p¡����n«U�i���Y�W�	�p�����3���&�p¡��
���Y�p��Ü���é>à����.�p¡�� ­[�k���.�	�2�p¡��rÇ���¢��	�p£v�/ì¨�!�	�������x���p�p�����	�����#Ál®�¡[���W¡3���

O(h2)
Á[�����r��§ ¦�§*Ú�Û	��¢l���

Ü²Ý#Þ�Þ�ß>à��³�	¦>��Ý ��ål§
% «��	�����[���[¦��p¡������Y�p�äÜªé
�aà

(n − 1)(n − 2)(n − 3)
����� [

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X1) − e3

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X3) − g(X3)
)

]

.
= (n − 1)(n − 2)(n − 3)

�����
(U, V ).
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À �	���Y�[�k�	�p���[¦ % (UV )
Á/­v£�������¢l���p�����[���[¦�Á��p�[­��p�p���p�[�p���[¦�Á	©%�#£a�����2�n«U�³�	��¢l���[¦�Á��	��¢��p������� ∫

K ′(z)
¢
z =

yly



0
Á[®1�]��­[�W�	���´Á

% (UV ) ∼
∫∫∫∫ ∫

K ′(x − g(v) − u

h

)

(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(w)
)

− g(w)
)

×K ′(x − g(v) − y

h

)

(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(a)
)

− g(a)
)

×fe(u)fe(y)fX(v)fX(w)fX(a)
¢
u
¢
y
¢
v
¢
w
¢
a

= h2

∫∫∫∫ ∫

K ′(z1)K
′(z2)

(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(w)
)

− g(w)
)

×
(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(a)
)

− g(a)
)

fX(v)fX(w)fX(a)

×fe(x − g(v) − z1h)fe(x − g(v) − z2h)
¢
v
¢
w
¢
a
¢
z1
¢
z2

= h2

∫∫∫∫ ∫

K ′(z1)K
′(z2)

(

g(v) − % (g̃(v)) + % (

g̃(w)
)

− g(w)
)

×
(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(a)
)

− g(a)
)

fX(v)fX(w)fX(a)

×
(

fe(x − g(v)) − z1hf ′
e(x − g(v)) +

z2
1h2

2
f ′′

e (x − g(v)) + O(h2)
)

×
(

fe(x − g(v)) − z2hf ′
e(x − g(v)) +

z2
2h

2

2
f ′′

e (x − g(v)) + O(h2)
) ¢

v
¢
w
¢
a
¢
z1
¢
z2

= h4

∫∫∫∫ ∫

z1K
′(z1)z2K

′(z2)
(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×
(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(a)
)

− g(a)
)

fX(v)fX(w)fX(a)

×f ′
e

(

x − g(v)
)

f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
a
¢
z1
¢
z2 + O(h9).

Ü�� �>à
�[�[�p�p¡��Y�#Á

% (U) ∼ −h2

∫∫∫

z1K
′(z1)

(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(w)
)

− g(w)
)

×fX(v)fX(w)f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z1 + O(h5),

Ü���Þ>à
�	��¢

% (V ) ∼ −h2

∫∫∫

z2K
′(z2)

(

g(v) − % (

g̃(v)
)

+ % (

g̃(a)
)

− g(a)
)

×fX(v)fX(a)f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
a
¢
z2 + O(h5).

Ü���ß>à
ë¤�x�����W�	�¨Á��p¡��]���#��¢l���[¦����Y�p� �	�QÜªé
�aà.���

O((n − 1)(n − 2)(n − 3)h8)
Á@�	¦v�	���,���p���[¦��p¡��Q����¢[�Y�

�	�Ó�p¡���­[�k���
�	�Ó�p¡���Çr��¢��	�W�#£v�/ì¨�!�	�������,�����p�����	�����#§
% «��	�����[���[¦��p¡������Y�p�äÜªé�å>ànÁ

2(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� [

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X3) − e1

h

)(

g(X3) − g̃(X3) + g̃(X1) − g(X1)
)

]

.
= 2(n − 1)(n − 2)(n − 3)

���#�
(U, V ).

Ü��lÝ�à

y �



����¡³�#�>�

% (UV ) ∼
∫∫∫∫ ∫

K ′(x − g(v) − u

h

)(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×K ′(x − g(a) − y

h

)(

g(a) − % (g̃(a)) + % (g̃(v)) − g(v)
)

×fe(u)fe(y)fX(v)fX(w)fX(a)
¢
u
¢
y
¢
v
¢
w
¢
a

= h4

∫∫∫∫ ∫

z1K
′(z1)z2K

′(z2)
(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×
(

g(a) − % (g̃(a)) + % (g̃(v)) − g(v)
)

fX(v)fX(w)fX(a)

×f ′
e

(

x − g(v)
)

f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
a
¢
z1
¢
z2 + O(h9),

Ü���í>à

% (U) ∼ −h2

∫∫∫

z1K
′(z1)

(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×fX(v)fX(w)f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z1 + O(h5),

Ü�� �>à
�	��¢

% (V ) ∼ −h2

∫∫∫

z2K
′(z2)

(

g(a) − % (g̃(a)) + % (g̃(b)) − g(b)
)

×fX(a)fX(b)f ′
e

(

x − g(a)
) ¢

a
¢
b
¢
z2 + O(h5).

Ü��
�aà
©.¡��
�	­i�#�>���#�	���Y�[�k�	�p�������*¦����>�.�p¡³�	�Ó�p¡�������¢[�Y�-�	�³�p¡��.���Y�p�ïÜªé�å>à8���

O((n−1)(n−2)(n−3)h8)
§

% «��	�����[���[¦��p¡������Y�p�äÜ�� �>ànÁ

2(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� [

K ′(x − g(X2) − e1

h

)(

g(X2) − g̃(X2) + g̃(X1) − g(X1)
)

,

K ′(x − g(X1) − e3

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X3) − g(X3)
)

]

.
= 2(n − 1)(n − 2)(n − 3)

���#�
(U, V ).

Ü���å>à
� ��­c�n�ª������Á

% (UV ) ∼ h4

∫∫∫∫ ∫

z1K
′(z1)z2K

′(z2)
(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×
(

g(w) − % (g̃(w)) + % (g̃(b)) − g(b)
)

fX(v)fX(w)fX(b)

×f ′
e

(

x − g(w)
)

f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z1
¢
z2
¢
b + O(h9).

Ü���é>à
�[�[�p�p¡��Y�#Á

% (U) ∼ −h2

∫∫∫

z1K
′(z1)

(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×fX(v)fX(w)f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z1 + O(h5).

Ü�� ��à
�	��¢

% (V ) ∼ −h2

∫∫∫

z2K
′(z2)

(

g(a) − % (g̃(a)) + % (g̃(b)) − g(b)
)

×fX(a)fX(b)f ′
e

(

x − g(a)
) ¢

a
¢
b
¢
z2 + O(h5).

Ü�� �>à

y �



©.¡v���¥�p¡������Y�p�äÜ�� �>à1���
�	�*����¢[�Y�
O((n − 1)(n − 2)(n − 3)h8)

§
% «��	�����[���[¦��p¡������Y�p�äÜªé�é>ànÁ

2(n − 1)(n − 2)(n − 3)
���#� [

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X3) − e2

h

)(

g(X3) − g̃(X3) + g̃(X2) − g(X2)
)

]

.
= 2(n − 1)(n − 2)(n − 3)

���#�
(U, V ).

Ü���Þ>à
����¡³�#�>�

% (UV ) ∼
∫∫∫∫

K ′(x − g(v) − u

h

)(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×K ′(x − g(a) − u

h

)(

g(a) − % (g̃(a)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×fe(u)fX(v)fX(w)fX(a)
¢
u
¢
v
¢
w
¢
a.

ÜªÞ�ß>à
ë¤�v�p���U¢l���Y���[¦

(g−1)′ = r
�	��¢

fX(g−1) = lX
�������3�p¡���¢[�Y�p�����	�p�������	�QÜ$� �>ànÁ³�	��¢6�����p���[¦��p¡³�	�

r′
(

g(v)
)

= − g′′(v)

g′(v)2
ÜªÞlÝ�à

�	��¢
l′X

(

g(v)
)

= f ′
X(v),

ÜªÞ�í>à
®1�]��­[�W�	���x­v£6���p���[¦ ∫

K ′(z)
¢
z = 0

Á

% (UV ) ∼ h2

∫∫∫∫

K ′(z1)
(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

K ′(z2)

×
[

g
(

g−1
(

g(v) + h(z1 − z2)
)

)

− %
(

g̃
(

g−1(g(v) + h(z1 − z2))
)

)

+ % (g̃(w)) − g(w)
]

fe(x − g(v) − z1h)fX(v)fX(w)lX
(

g(v) + h(z1 − z2)
)

×r
(

g(v) + h(z1 − z2)
) ¢

z1
¢
v
¢
w
¢
z2 = h4

∫∫∫∫

K ′(z1)

×
(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

K ′(z2)

×
[

g
(

g−1(g(v) + h(z1 − z2))
)

− %
(

g̃
(

g−1(g(v) + h(z1 − z2))
)

)

+ % (g̃(w)) − g(w)
]

fX(v)fX(w)
{

z1z2r
′(g(v)

)

lX
(

g(v)
)

f ′
e

(

x − g(v)
)

−2z1z2r
′(g(v)

)

fe

(

x − g(v)
)

l′X
(

g(v)
)

+z1z2f
′
e

(

x − g(v)
)

r
(

g(v)
)

l′X
(

g(v)
)

} ¢
v
¢
w
¢
z1
¢
z2 + O(h9) =

h4

∫∫∫∫

K ′(z1)
(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

K ′(z2)

×
[

g
(

g−1(g(v) + h(z1 − z2))
)

− %
(

g̃
(

g−1(g(v) + h(z1 − z2))
)

)

+ % (g̃(w)) − g(w)
]

×fX(v)fX(w)
{

− z1z2
g′′(v)

g′(v)2
fX(v)f ′

e

(

x − g(v)
)

+ 2z1z2
g′′(v)

g′(v)2
f ′

X(v)fe

(

x − g(v)
)

+z1z2f
′
e

(

x − g(v)
)f ′

X(v)

g′(v)

} ¢
v
¢
w
¢
z1
¢
z2 + O(h9).

ÜªÞ �>à

y z



ÃÄ�������#�>�Y�#Á

% (U) ∼ −h2

∫∫∫

z1K
′(z1)

(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×fX(v)fX(w)f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z1 + O(h5).

ÜªÞ
�aà
�	��¢

% (V ) ∼ −h2

∫∫∫

z2K
′(z2)

(

g(a) − % (g̃(a)) + % (g̃(b)) − g(b)
)

×fX(a)fX(b)f ′
e

(

x − g(a)
) ¢

a
¢
b
¢
z2 + O(h5).

ÜªÞ�å>à
©.¡v���¥�p¡������Y�p�äÜªé�é>à1���
�	�*����¢[�Y�

O((n − 1)(n − 2)(n − 3)h8)
§

�2���³�	����£>Á³�n«��	�����[���[¦��p¡������Y�p�)Üªé ��ànÁ

(n − 1)(n − 2)
���#� (

K ′(x − g(X1) − e2

h

)(

g(X1) − g̃(X1) + g̃(X2) − g(X2)
)

,

K ′(x − g(X2) − e1

h

)(

g(X2) − g̃(X2) + g̃(X1) − g(X1)
)

)

.
= (n − 1)(n − 2)

���#�
(U, V ).

ÜªÞ�é>à
æ �W�	�p�p���[¦�®����p¡ % (UV )

Á

% (UV ) ∼ h4

∫∫∫∫

z1K
′(z1)z2K

′(z2)
(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×
(

g(w) − % (g̃(w)) + % (g̃(v)) − g(v)
)

fX(v)fX(w)

×f ′
e

(

x − g(v)
)

f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z1
¢
z2 + O(h9).

ÜªÞ ��à
� ��­c�n�ª������Á

% (U) ∼ −h2

∫∫∫

z1K
′(z1)

(

g(v) − % (g̃(v)) + % (g̃(w)) − g(w)
)

×fX(v)fX(w)f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z1 + O(h5).

ÜªÞ �>à
�	��¢

% (V ) ∼ −h2

∫∫∫

z2K
′(z2)

(

g(w) − % (g̃(w)) + % (g̃(v)) − g(v)
)

×fX(w)fX(v)f ′
e

(

x − g(v)
) ¢

v
¢
w
¢
z2 + O(h5).

ÜªÞ�Þ>à
©.¡v����Á[�p¡������#��¢l���[¦����Y�p�ï�	�QÜªé ��à.���

O((n − 1)(n − 2)h8)
§

� �����	�@�p¡������.�#�	���Y�[�k�	�p��������¦����>�.���Ó�p¡³�	�*�p¡��.���#��¢l���[¦����Y�p���-�	�@�p¡������	�p�k�	�����.�ê����� ��Æa�³�	�p�����
Ü&�vÞ>à�®������´­i���	�*����¢[�Y�

O(h4/n)
§

y �


