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1 Kapittel 1

Oppgave 1.1

Lat r = r(s) vere ei kurve der bogelenga s er parameter. Daer T =

eller CX6) — N slik at N = L256) v finn da

ds?

Oppgave 1.2

R=r+Nu=r+

Kk ds?

1 d?r(s)
ds?

d’r(s)

u u € (—o0,00).

&) og

Fra oppgave 1 har ein at — 5> = kN og resultatet fglgjer fra dette.

Oppgave 1.3

Gjeve skrulina

r(t) = {—a sint, a cost, bt} .

dr(t)
dt

={—a cost, —a sint, b}.

dr(t)’ _JEip

1
T=———{—a cost, —a sint, b} .

N

dT 1
d—zm{a Sint, —a COSt, O}:K,N
S a

N = {sint, —cost, 0}

1
B=TxN=——-{bcost, bsint, a
\/a2+b2{ )
a b 1

e R P Va1 b

0 o

(1)



Oppgave 1.4

Vi har at
d2r T =a1s+ b
ﬁ:()é y=a5+bs (9)
5 z = ass + b
eller
r=as+b (10)
Q. E. D.
Oppgave 1.5
Null torsjon gjev
dT
Z- _— kN
ds "
dN
2 kT
ds "
B
ds
eller
dr
- - T
ds
d’r
PR
d3r dk
@ = d_N =+ K,(—K,T)
= O[3N + 63T
Desse likningane impliserer at
dn
el .N+6,T. (11)
ds™

Av dette fglgjer det at r(s) ikkje kan fjerna seg fra planet definert av vektorane T og N.

Oppgave 1.6

Vi finn
d
d—Z:{L —2,3} for t=1 (12)
and
slik at tangenten i dette punktet vert den rette lina
f.(u) = {25 _15 2} + {15 _25 3}“’3 u € (—OO, +OO) . (14)
Planet gjennom hovudnormal og binormal finn ein lett kan skrivast som
dr
(r—r1))-—(1)=0, (15)



som gjev
r—2y+32—-10=0,

narr = {z, y, z}.
Oppgave 1.7

Lat den sgkte romkurva vere

r(t)

r(u) =r(t) + u—= = {cost, sint, t} + u{—sint, cost, 1}.

(t
dt
Skjeering med x, y-planet vil seie z = 0 eller v 4+ ¢ = 0. Det gjev

T cosu — usinu,

Yy = —sinu4ucosu,

som ei parameterframstilling av denne kurva.

Oppgave 1.8

Torsjonen 7 til ei kurve. Vi finn

r = T,

= T|'| + |v'|*kN,

= ) = RAPT + {[IYPR) + Y|k} N+ {|v)Pr7} B
[t v’ "] = |v'|%27 [TNB] = |v/|%:%7
' xr’ = |r']PkB, ' x| = ||’k

Dei to siste resultata kan kombierast slik at ein far

s

]
T= |I'/ % r//|2
2 Kapittel 2
Oppgave 2.1
(b) I utgangspunktet har ein
u-®- =1
v-®.v =1
w-P- =1

Vi innfgrer

(16)



u=e; P -u=a,
vV =ey ®-v=>D,

w = e3 P -w=c.
Ut fra dei gjevne relasjonane
u®v=v-®-w=w-®-u=0

og det faktum at ® alltid kan veljas symmetrisk, ser ein at vektorsetta e;, ez, es og ® -
e, ®-ey, ® - e;3 er resiproke sett sidan vi har:

e;ra=1 e -b=0 e -c=0
es-a=0 e-b=1 e -c=0 (23)
esra=0 e3-b=0 e3-c=1

(b) Vi har

- P '=® uut+P - vw+ P -cc=ele; +e’ey+e2e; =1 (24)

(c) Vihar at ® er ein konstant dyade. Det same er &~ . Difor er ¢; = u-u+v-v+c-c, som
er den forste skalaren til @', ogsa konstant. Den tredje skalaren til @' er ¢3 = [uvc]?.
Denne er ogsa konstant og difor er [uv c] ogsa konstant.

Oppgave 2.2

Vi har

u®v-v-Pu=u{®P-®.}v=u{-Ix¢}v=—-ulIxepv=—-upxv=g¢uxv. (25

Her er ¢ vektoren til ®.

Oppgave 2.3

(i) Ga forst ut fra at [abc] # 0. Daer {a, b, c} og

b xc cxa axb
[abc]’ [abc]’ [abc]’

resiproke sett. Av dette folgjer det at

a(bxc)+b(cxa)+c(axb)=[abc]l (26)

(ii) Deretter set vi [abc] = 0. Dette medfgrer at minst to av vektorane {a, b, c} er
parallelle t.d. b = Aa. Men da har vi

Ma(axc)+a(cxa)+c(axa)} =0 (27)

der hggresida er null-dyaden, altsa gjeld likskapen ogsa i dette hgvet.



3 Kapittel 3

Oppgave 3.1

Lat f(r) ef 1. Vi finn

V() = (V) 14 f)V r =~ et 3() = —f0) +3/() =2 (28)

VXR:Vf(r)xr+f(r)er:—T%xr:o, (29)
merk at Vxr=0

Oppgave 3.2

Vi brukar kulekoordinatar

r = rcosfsing,
= rsinfsing,
z = rcoso,

eller

r = ‘/$2+y2+22,

0 = tanflg,
X
6 = tant VOV

z

Vi har for posisjonsvektoren r dekomponert i kartesiske koordinatar

r(r,0,¢) = {rcosfsing,rsinfsin¢,rcos ¢} (30)
Vi finn da
r, = {cosfsing, sinfsin¢, cosd} def ..
rg ={—rsinfsing,rcosfsing, 0} def rsingeg.
ryo ={rcosfcos¢, rsinfcos¢, —rsin¢} def res.

der e, ey, e4 er einingsvektorar og i samsvar med likn. (3.50) harein U =1, V = r sin¢
og W = r slik at i desse koordinatane kan Laplace operatoren V2 kan skrivast som (sja
likn. 3.56))

V2 =

igr2g+ ! 8—2+ ! 2sinqb2 (31)
r20r Or  r2sin?¢ 002  r2sing¢ 0¢ 0¢

Sidan det er oppgjeve at var funksjon er berre ein funksjon av r finn ein at berre forste
leddet i likn. (31) gjev bidrag og vi finn

V() = 5 2 ()] = ot o =0 (32)

Nar vi integrerer ein gong far ein

d
2— = —
T deT C1,

og vidare f(r) = & + ca.

T



Oppgave 3.3

(a)
Lat u =¥ og v =2y — 22. Dd er Vu x Vv = =2 {2z, yz, yz} som er parallell med V.
(b)
_ ytz

Ved & setje u =y — 22 og v = 4= — 2 finn ein at Vu x Vv er parallell med V ogsa i
dette tilfellet.

()

Svar oppgjeve.

(d)

Ein gjer det ved a syna at for alle desse oppgavene er Vu x Vv # 0.

Oppgave 3.4
Eit vektorfelt V er gjeve og er divergensfritt (V -V = 0). Dersom vi har

V =Vux Vv, (33)
sa fglgjer det at V - 'V = 0, vi har nemleg,
V- (VuxVuv)=Vv-VXxVu—Vu-VxVv=0.

Omvend kan vi spgrja om eit divergensfritt vektorfelt alltid kan skrivast slik. Lat oss
ga ut fra at det er slik, og sa prgva a bestemma u og v. Altsa

V =Vu x Vv,
der vektorfeltet V no er gjeve. Da har vi etter foresetnaden at
V. -Vu=0 og V.-Vu=0.

Lat u = u(x,y, 2) = ¢ vera eit integral av likninga V-Vw = 0 og lat dr vera eit line-element
som ligg i flata u = a, altsa dr - Vu = 0 pa flata u = a. Vidare har vi pa denne flata at

V xdr = (VuxVv)xdr
VoVu -dr — Vu Vo -dr
= —VuVuv-dr

—Vudv.

No méa u vera ein funksjon av minst ein av dei variable (z,y, z) t.d. z, elles vert Vu
nullvektoren. Lat g—: # 0, z-komponenten av likninga ovanfor gjev da

Vedy — Vydr = —u.dv.

eller



B / Vedy — Vydx
v = . EETE—

der dette integralet vert rekna ut langs ei kurve C' pa flata v = a. Og vi har sett g—: = Uy,
medan V, og V,, star for komponentane til V i = og y retningen. Vi kan no visa at dette
integralet er uavhengig av integrasjonsvegen. Vi har nemleg

Vody — Vydz =k -V x dr =k x V- dr,

og
kxV 2 1
Vx( . >_—V1; X (kxV)+—Vx(kxV),
Uy uy Uy

Ein av vektoridentitetane gjev oss no at

VxkxV) = kV-V-VV-k+V-k—-k -V
ov
= —k~ V:——
v 0z’

Vidare har vi

Vu, x (kxV)=kV-Vu, - Vk-Vu,.

Vi finn da
Vu~V><<k;<V> — L K.VuV.Vu. 4 =V Vuk- Ve,
6_: uZ uZ
1 ov
A
1 0 0
- ——(v.= v
uz( 82Vu+Vu P )
10
- —— 2 (V-Vu)=0
u, 0z

Fra integralsatsen til Stoks folgjer det da at integralet langs kurva C' mellom to punkt
er uavhengig av vegval.

OPPSUMMERING:

Vi startar med a velja u = u(z, y, 2) som eit integral av likninga V- Vw = 0. Vi bestemmer
oss for eit punkt (xg, yo, 20), set a = u(zg, Yo, 20) og ser sa pa flata u(x,y, z) = a. Pa denne
flata har vi V- Vu = 0. Vi bestemmer sa ein funksjon v ved

/ Vydx — Vydy
V== T e
C

Oz

der integralet kan vera fra punktet (zg, yo, 20) til eit vilkarleg punkt (z,y, z) pa denne flata.
Vi har da definert v(x,y, z) pa flata u = a. Det same kan vi gjera for andre punkt, t.d.
langs ei kurve som skjer flatefamilien v = ¢ der ¢ er ein parameter. Pa den maten far vi
definert v = v(x,y, z) 1 heile det aktuelle omradet og vi har



Vux Vv =

kxV
—VuxV/ -dr
C z

U
—Vuxvs/kxvmlr
c Uz
kxV
—Vu x % |t
Uz
kxV
—Vu %
uZ
Vk~Vu_ V~Vu:V
Uy Uy

Q.E.D.

Indeksen t star for projeksjonen av k x V i flata u = a.

KONKLUSJON:

Dersom V -V =0, kan vi alltid finna to funksjonar u og v slik at

V =Vux Vov.

Oppgave 3.5

Vi har at v =V X f er eit divergensfritt vektorfelt. Fra resultata i oppgave 3.4 har ein
da at det finst to skalarfunksjonar u og v slik at

Vxf=VuxVv=Vx(uVv), (34)
eller
Vx{f—uVuv}=0. (35)
Dette gjev
{f —uVv} =Vw (36)
eller
f=Vw+uVvu. (37)

Oppgave 3.6 Likningane for feltlinene vert

dx dy dz
el LA 38
r  2x2 y+z’ (38)
eller

d

Y0, = 1 =y—a°,

dz

dz  y+z =z c1 + 22

dr = = z

der siste likninga kan omformast slik



&z e T
slik at vi har J
z C1
— (== 41
—(5) =S+,

integrasjon gjev

i:—C—l—|—3:—|—02:—g—|—23:—|—02
x x x
slik at
02:y+z_2
x

Feltlinene til dette vektorfeltet vert difor skjeeringskurvene mellom dei to flateskarane

u o= y-—a?,

v = y—|—z_2x
T

Kontroller svara ved & syne at Vu x Vv er parallell med V. Eit tilleggsspgrsmal kunne
vere: Korleis bestemmer du feltlina som gar gjennom eit oppgjeve punkt: x = a, y = b og
z=c?

Oppgave 3.7

Vi har vektorfeltet

f=a(y—2)i+ylz—2)j+z(z-yk. (39)
Likningane for feltlinene ti f vert
de  dy dz
aly—z)  ylz—z) z(z-y)
og vi finn
dy _yzzz d2_zroy
dr  xzy—2z’ dr  xy—=z
slik at
d dz dz
wtE s
og vi finn

u(z,y,z) =c+y+z=0Cr.

Vidare finn ein

vy 1de 1
ydr zdr  x
eller
d d
— (lnz+Iny+Inz)=0 = —In(ayz) =0,
dz dz
slik at
In(zyz) = Co = v(z,y,2) = zyz = Cy.
Vi har da

f =Vou(z,y,2) x Vu(z,y, 2).

10



Oppgave 3.8

Utgangspunktet er vektor identiteten

V- (6VY) = Vo - Vi + V0. (40)

Integrerer vi denne likninga over eit volum og nyttar Gauss sitt teorem (divergens-teoremet),
sa finn ein lett den forste identiteten.

Den andre identiten finn ein lett ved & skriva opp denne identiteten to gonger. Byt
sa om ¢ og 1 i den siste og ta differensen, fgrste leddet fell bort og ein far den andre
identiteten.

Oppgave 3.9

Vi skal visa fglgjande identitet

/S{st — (V- -n)nf}do = %mfds,

der m = T X n. Ved a bruka Stokes generaliserte sats har vi

ﬁTxnfds_/A(nxV)x (nf)do.

Vi ser pa
0
(nxV)x(nf) = n—(nwfi)(e; X e;) X exe
8£Cj
_ (i Vi + ng if (€81 — €i0;1)e
- Uz 8Ijnk l nlnkaxj l g Vik 105k )€1
0 0
= (nl(a—%nl)ﬁ) +nmla—%ﬁ> ejel
0 0
_ (nl(a—x]nj)fl + nin; 8—%.]0[) e; e
= Vf—(V:-n)nf —nn-Vf
Vs — (Vs -n)nf
Merk at
V-n=Vs-n+nn-V). n=V,-n.
Vi har nemleg n(n-V) - n=n-2Zn=14(n.n)=0
Altsa

(nx V) x (nf) =V — (Vs -n)nf,

som var det ein skulle visa.
Ein alternativ mate a vis dette resultatet pa er det fglgjande:

mxV)x(nf) = (Vn)-nf4+n-nVf—nV-(nf)
Vs f—([Vs+nn-V] n)nf
= Vs-f— (Vg -n)nf,

der vi har brukt formelen for det doble vektorproduktet og behandla V som ein vektor-
(operator). Men ein ma alltid vere varsam nar ein behandlar denne operatoren som ein
vektor og halde fast pa kva den verkar pa som operator.

11



Oppgave 3.10

Vi brukar Stokes generaliserte sats i folgjande versjon

/Adanfo:%Cdrxf. (41)

Her er f ein skalarfunksjon, A ei flate og C er randa av denne flata. Vi tenkjer oss no
ei lukka flate B slik at randa C' som er ei lukka kurve ligg pa denne flata og deler flata
B i to deler By og Bs. Vi brukar integralsatsen ovanfor pa kvar av dei to flatene slik at
normalvektoren til flatene vender ut or volumet som flata B avgrensar. Da vil ein fglgja
kurva C' i motsett lei for dei to tilfella. Adderer vi sa resultata far ein at

7{ do(n x Vf) =0 (42)
B

Dette resultatet kunne ein ogsa funne lettare fra Gauss sin generaliserte sats.
Set no f = $(z% +y? +2?) slik at Vf = {2, y,2} =r. Vi finn da

7{ do(nxr)=0. (43)
B

Oppgave 3.11

Momentet av eit flateelement ndo med omsyn pa origo (vilkarleg valt innafor flata) er
—pr X ndo, og totalmomentet M finn ein ved & summere (integrere)

M:—j{prxnda:—p?{rxndazo (44)

etter resultatet i oppgava fgr.

Oppgave 3.12

Vi brukar pa ny ein versjon av Stokes generaliserte sats

/Adanfo:%Cdrf. (45)

og set f=2{z? +y> + 22} = 1r? og Tds ) gr. Vi finn Vf=rog

1
—7{ Tr2ds:/dan><r. (46)
2Jc s

Oppgave 3.13

Fra Gauss sin generaliserte sats

/V*VdT:%n*Vda, (47)
% F

finn ein nar x — x og V = c X r der c er ein konstant vektor

/‘/Vx(cxr)dfzjinx(cxr)da. (48)

No er V x (¢ x r) = 2c og vi har

% nx (cxr)do=2Vc (49)
F

12



Oppgave 3.14

(a)

(i) Vilkaret er at determinanten

t 1 1
1 —31t 1 |#0 (50)
11 =it

eller DY 13 49220,
(ii) Dersom dette vilkaret er oppfylt har ein det resiproke settet

— 1 1 1 1
e; = ?{ Zt2 —11, ?t‘i-l, §t+1},
— 1 1
83 B{ §t+1, 1—t, —§t2—1},
(b)
(i) Vi finn
ty = ro= { u, 1, 1 }
tp= ro= { 1, ~tv 1 } (52)
tw = Ty = { 15 15 —%’(U }
ogipunktet u=v=w=t
ty = r,= { t, 1, 1 }
ty= r,= { 1, -3t 1 } (53)
ty = Iy = { 15 15 _%t }

(ii) Normalvektorane er gjevne ved Vu, Vv, Vw. Her merkar vi oss at dette er det
resiproke settet til {r,, ry, ry} og ut fra reultatet ovanfor ser vi at dette er samanfallande
med oppgava fgr slik at nar ein brukar resultatet fra denne oppgava, finn ein same svaret
som i likn. (51). Altsa {Vu = e'}, {Vv = e?} og {Vw = €3} i denne likninga.

Oppgave 3.15

(a)

Vi finn lett at Vu og Vv er parallelle slik at

VuxVv=0,

og difor er desse funksjonane funksjonelt avhengige. Vi har u(z,y)? + v(z,y)? — 1 =0

(b)

Vi finn
Vu = { 1’ ]" ]" }’
Vo = { =y oz I}, (54)
Vw = { yz, zz, wzy, },

og [Vu, Vo, Vw] = 2%(z — y) + y*(x — 2) + 2%(y — ) # 0, slik at desse funksjonane er
funksjonelt uavhengige.

13



()

Vi finn lett at Vu og Vw er parallelle slik at [Vu, Vv, Vw] = 0 1 dette tilfellet og desse
funksjonane er da funksjonelt avhengige.

Vi har

Oppgave 3.16

sin™! (u(z, y,2)) — {sin™"(w(z,y, z))}2 =0.

(55)
(56)
Y, (57)

9.V =e;V/ =e/V,. Vihar da

(a)
Vi inn [e, es,e3] = 2 # 0, altsa er dette ein basis. Det resiproke settet er
el = %{15 _15 1}5
82 = %{15 15 _1}5
e = 3{-1, 1, 1}.
(b)
Nye koordinatar
T= w+y,
T= w+y,
T= w+y,
Vi finn
Tr = %{'f'i_g_g}a
Y= %{y—i-i—x},
rz = %{1, -1,1} = ey, el = {1,0, 1}
ry = %{15 15 _1} = e, = 82 = {15 1’ O}
r: = %{_15 15 1} =e€3. e3 = {O’ 1’ 1}
Lat x1 = Z, ©3 = j og 23 = z. Da har vi V = e’ 5%,
ov?
V.-V = — .
ox?
€] €2 €3
Vive| o b
i Vo W
Oppgave 3.17
Sylinderkoordinatar:
r = rcosf,
= rsinéf,
z = z,

14



eller

o= Vat+y?,
f = tan - =,

z = Z

Vi har for posisjonsvektoren r dekomponert i kartesiske koordinatar

r(r,0,¢) = {rcosf,rsind,z} (60)
Vi finn da
r, = {cosf,sinf,0} = er,
rg = {—rsin@,rcos 0} -4 reg,
r:={0,0,1} “ ..

der e,., ey, e; er einingsvektorar og i samsvar med likn. (3.50) har ein U = 1, V = r og
W =1 slik at i desse koordinatane har vi

of  10f  Of

Vf:eTE +egrao+eg£ (61)
og
of, 10fy 0Of;
Vii=Gtie T (62)
der f,=e,.-f,fg=eg-fogf: =e;-f.
Laplace operatoren V? kan skrivast som (sja likn. 3.56))
10 dg 1 0%g 0%
2 _ 19 (99 ~ 29,79
v 9= or (T8T>+T2892 +822 (63)

Oppgave 3.18

I denne oppgava har vi at a, v, n og r, r,.n er resiproke sett. Av dette fglgjer det at
einingsdyaden I kan skrivast som

I=ar,+vr,+nn. (64)

Forste resultatet folgjer fra f-I=f.
Det andre problemet kan lgysast slik

Gryu—Fry, =T, TyTy —T, TyTy =T, X (Ty XT,) =T, X n|r, X1, =ar, xr,[.
Sidan |ry X 1|2 = (ry X 1y) - (ry X1,) = (ry X1,) X1, -7, = EG — F? = H?, sa folgjer

lgysing av fgrste delen av problemet fra dette. Andre delen av problemet kan visast pa
tilsvarande mate.

15



4 Kapittel 4

Oppgave 4.1

(a)

Dei karakteristiske likningane

2y - Ty x2y3z

d 2 d d
w_rw _ ¥y o, Y _¥T ., T_.
dr 2?2 T Yy Yy

dz  x%y%2 T

— = =yz=—z

dx 2y 4 c1

eller
dz

Generell lgysing

(b)
i
Kurva er xy =2, z = 2. Fra

finn ein
-1 1 5
cg =2e - =konst., ¢ ==-x",

2
dette syner at kurva ikkje er ein karakteristikk. Kurva ligg i flata

1 2
ze 2% = —
e
eller 5
z = —e2%
e

Ein viser lett ved a rekne ut g—; og g—z og sa substituere i likninga vi starta med, at dette

tilfredstiller likninga. Dessutan er det lett a sja at den oppgjevne kurva ogsa ligg i denne
integralflata.

i.
Romkurva er
r(t) = {t, 2t, e}

vi finn % =c = %, altsa ligg romkurva i flata

16



som er eit plan.
vi finn ogsa at

1
ze 2% = ¢y

t-

. c 42 1 . o . 1
innsett far ein et e7 2t = 1 = ¢y. Slik at romkurva ogsa ligg i ze~2%¥ = 1. Romkurva er

difor ein karakteristikk
Oppgave 4.2
Likninga er
22 +Yzy =

Karakteristikkane er gjevne ved likningane

dr dy dz
2y
slik at
d
@e_r = z2—x2—cl—u(x,z)
de =z
og vidare
dy y d 1 d
_ = = —1 = —-= — = — 1 2
il o nlyl =~ o T (@ +va? +e)}
altsa
Y
| =In(x+ V2?24 c1) +1 = — =
nly| = In(z 22+ ¢1) +1lne PR Co
eller

Vi har kurva r(t) = {t, 1, 2t}.
a) =42 P =37 o) =
slik at 3cic3 = 1 og vi finn

NG )y*

x+z

som svar pa problemet.

Vi har likninga

med dei karakteristiske likningane



slik at vi far
z=rc1, Inz+Ilny=Ince = zy=ca.

Innsett fra kurva finn ein ¢; = t? og ¢y = t2, slik at ¢; = ¢y eller

z=uzy,
som er svaret.
Oppgave 4.3
(a)
Likninga er
T2y +Yzy = 1,

med dei karakteristiske likningane

slik at vi far

Kurva er

og vi finn ¢ (¢)

eller

(b)

Likninga er
(y+2)ewtyzy=z—y,

med dei karakteristiske likningane

dx dy dz
y+z y Ty

dy vy dz x—vy
dr  y+z' dr y+z

, = (g2 —rt=c

dz Y T F IR

de  r—y dz y+z drx4+z) x4z

dy y T ody oy dy y

18



r={t, 1, 1+t}.
Vi finn ¢1(¢) = 2(t + 2) og c2(t) = 2t + 1, slik at

alt) =2c0)+2 = (y+z)2—x2:2‘r+z+2.
Y
c)
de dy dz
ol R (65)
Vi finn
1 1 1 1
Ll Il (66)
y oz z oz
Romkurva kan ogsé skrivast som r(t) = {¢, 3¢, 1}. Loysing
1 1
1+—-—=-—- =0 (67)
r Yy =z

Oppgave 4.4
Vi har
v = {2yz, zz, 3zy} = Vw + uVo

slik at £ % Vxv = Vux Vo = {22, —y, —2}. Vi sokjer etter feltlinene il f. Altsa loysing
av likningane

de.  dy dz
20 -y —z
Som lgysingar finn vi
$y2 =C1, g =C2.
z

Vi har v - dr = Vw - dr + uVv - dr. Pa flata v =konstant er Vv - dr = 0, altsa v - dr =
Vw - dr = dw, slik at w = [ v -dr langs y/z = a der a er ein konstant. Vi finn

w = /v~dr

= /(2yz dx + zzdy + 3zydz)

212 4
— /@£¢x+:@dm

a a

2 2
- 2 2xyz
a

Merk at langs flate v = £ = a er 2 = konstant dz = 0. Likninga v = Vw + «Vv kan vi no
bruke til & bestemma u. vi har
-z 1
{2yz, zz, 3zy} = {2yz, 2x2, 22y} + u{0, —QZ -}
Yy y
slik at u = zy?. Merk at - Vu = 0. Lgysinga er da:
2 )

u=zy", v=") w = 2zTYz.
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5 Kapittel 5
Oppgave 5.1 Vi har

e,
Vrzi(xl zi)ei og V'r=

T T

slik at Vr = —V'r og da VE(r) = LVr og V'f(r) = LV'r folgjer resultatet fra dette.

Oppgave 5.2

cr e e (o)
_ _i///c@’)-v(% dr’
e (e
T (e
L)

der vi har brukt at V- C = 0. Dersom C gar raskt nok mot null nar r — oo t.d. C — r1+
der € > 0, sa gar dette bra.

6 Kapittel 6

Oppgave 6.1
Vi har

gikgkl:ei'ekek'egzei'{ekek}'eE:ei'I'eE:ei'eE:(Sf

Oppgave 6.2
Vi har

J 3_ 1 3.1 _ 213 12 321
det{al} = aja3aj — ajaja3 + ajayal — alayal + ajaya3 — ajazal

o 1 for 14,5,k lik permutasjon av 1,2,3
k= —1 for 4,j,k ulik permutasjon av 1,2,3

Dette stemmer med definisjonen av ein determinant.
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Oppgave 6.3

Vi har at
afAl =a

representerer determinanten oppspalta etter sgyle nr. 3, (Laplace utvikling). Merk at der-
som eit element i ei rekkje (sgyle) vert multiplisert med kofaktoren til eit element i ei annan
rekkje (sgyle) og summert, sa vert resultatet null (svarar til ein determinant med to like
rekkjer (spyler).

Oppgave 6.4

Vi har

JSal .o — ~JaSST — NI 8T
cie" ey =~lcidl =vlc] =0

&l .e —~le” . e, —
€ el_ﬁ)/re CieS_Fy 1S [

T

Q.E.D.

Oppgave 6.5
Lat &’ og e; vere to basisar som er valde vilkarleg med dei tilsvarande resiproke basisane
e, og e'. For to vilkarlege vektorar u og v har ein da
u = ’lIl'éi = uiei
v = ’U_jéj = vjej

Vi finn da at skalarproduktet

er invariant.

Oppgave 6.6
Vi skriv
uiei = uiei

v = vye=1v'e;

= we' =uw'e;

u-vxw = uvjwglee’e’] = uviwkee; e

= uivjwkswkEfl = ulvjwksijkE

ul ug us ul u2 u3
= V1 U2 U3 El=|v ¥ 3 |E
w1 W2 ws 1 2 ’LU3
e -u e -u es-u 1
= e Vv €s -V e3 Vv
[e1 €2 eg]
€W €W e3 W




No kan {e; ez e3} vere eit vilkarleg ikkje-koplanart set av vektorar t. d. {ab c}, vi har difor
det generelle resultatet

a-u b-u c-u
[uvw]labc]=| a-v b:-v c-v
a-w b-w cw

Nar vi no vel {abc}={ejezes} og {uvw}={ejeses}, far ein
E2 = [818283]2 =g = det gij y
og tilsvarande
21 ij
E™* =— =detg",
)

ved a ga ut fra det resiproke settet.

Oppgave 6.7
For a vise at g;; er dei kovariante komponentane til ein tensor, ma vi visa at dei fplgjer
dei kovariante transformasjonslovane. Ut fra definisjonen har ein

def
gij = €i"€j

svarande til koordinatane x!, 22, x3. Vi innfgrer nye koordinatar ved #'=z*(z!, 22, x3).

€ =Ty, € =Tz, €€ =Tz Tz

o Or oud _ 0nd
'e = 5oz Yoz
0og
oxk dxt oxk dxt

‘e, =@, = ——€ €)= —— —— .
1797 gz gz KT 9zt oz MM

Tilsvarande finn ein ogsa for g*/.

Q.E.D:

Oppgave 6.8

Dette er berre rett fram seinking av indeksar.

Oppgave 6.9
a)

Merk at posisjonsvektoren r ikkje er ein vektor i streng forstand sett fra tensoranalysen
sin definisjon av ein vektor. Den fglgjer med andre ord ikkje transformasjonslovene for ein
vektor. Posisjonsvektoren er ikkje invariant, men tvert imot avhengig av kor vi plasserer
origo i koordinatsystemet.

Men differensialet eller lineelementetet dr er ein vektor, difor er ogsa fartsvektoren ein
vektor. Lat r vere posisjonsvektoren til ein partikkel. Gjeve i eit krumline koordinatsystem,
om vi transformer, har ein

def dr  dz? Or  dzl Or dxje-— djjé-
T odt dt 87 dt 9z dt 0 dt ’

22



og vidare

dxd i dzd
ar o =2
dt’ dt’

v =

som altsa er eit uttrykk for dei kovariante fartsvektor komponentane i generelle koordinatar.
Med ein koordinatttransformasjon 27 — #7, finn ein

@7@@ elle —jfdi_jj
At dzd dt S T

som er transformasjonslova for ein kontravariant vektorkomponent. Ein annan mate a sja
dette pa er a ta utgangspunkt i likninga

da? o dz’ _
dzi 7T dai
og s4 skalarmultiplisere denne likninga med e* og brukar at

. oz"
- Oxt

ei

da far ein same resultatet. For akselerasjonen finn ein

v dvd j Oe; dz® B d?xd dz® dad , d?xd dz” dz? j

F7 A T T 7o A T Tk L e R L B TR TR
der vi har brukt at

9e; _ I".e
Ok — IR
For akselerasjonen a’ har ein da

j d?xd n dz" dx® j
ol = ——
dt? dt dt ™

b)

Vi har no
v=1v'e; a=de;
storleiken pa v og a i retningen e; er v'|ei| og a'le;| der

Or

€ = 83:1’

og her er r = r(t) partikkelbanen. Tilsvarande har ein for dei andre komponentane.

c)

Sylinderkoordinatar
x = pcosf xt=p
y = psinf — 22 =10
2=z 3=z

r={x,vy, z} = {pcosh, psind, z}
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r,i = {cosf, sinf, 0} =e; =e,

r,2 = {—psiné, pcosh, 0} = e = pey
r,s = {0,0,1} =e3=e,
881 881 . 1 1 881
@ = 0, @:{—sm@, COS@, O}ZEGQZEGQZGQ, @:{0,0,0},
des . 1 des . Oes
L = {—siné, cosf, 0} = ;eg =€y, 55 = —p{cosf, sinf, 0} = —pe; = pe, , prc {0,0,0}
883 8@3 883
@ = {05050}5 @:{05050}5 @:{05050}
kT 9pd’ Oxd O0x'Oxdi Oad at Oxt Y
2 2 1 1
IMy=T5=-, I3=-p
p
v =p ap:é—92p /')'“—9.2/)
=0 a®=0+2p0  pb+2p0
V¥ =2z a® =2z Z
der den siste kollonnen representerer dei fysiske komponentane.
Kulekoordinatar
xz = rsinfcos ¢ zt=r
y = rsinfsin ¢ — 2 =10
z=rcosf =09
r ={z,y, z} = r{sinf cos ¢, sinfsin ¢, cos 0}
r,r = {sinfcos¢, sinfsing, cosf} =e; = e,
r,2 = r{—sinfsing, sinfcos¢, 0} =ex =rey
r,s = r{cosfcosd, cosfsing, —sinf} = e3 = rey
881
=l _ 9
oxl ’
1
% = {—sinfsin¢, sinfcos¢, 0} = ~e2 = ey,
1
% = {cosf@cos¢, cosfsing, 0} = —e3 = ey,
Ox3 T
1
% = {cosf@cos¢, cosfsing, 0} = —ex = ey
ox! T
% = r{—sinfsing, sinfcos ¢, 0} =rey,
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Oes = r{—sinfcos ¢, cosfsinp, —cosf} = cot fey

ox3

0 1

a—ei = {cosfcos¢, cosfsing, —sinf} = —e3 = ey,
T T

883 . .

ez r{—cosfsin ¢, sinfcos ¢, 0} = cot fes = cot fey

0

a—eg = r{—sinfcos¢, —sinfsing, —cosf} = —rey, ,
z

TG =1 5, =+, Log = —r,

Fg¢:cot9, Fg¢:—rsin29, Fg¢z—sin90039.

a* = PP itk
a" = iF—60%r —rsin2604?,
.2 .
a® = 0+ =70 —¢%sinfcosh,
T
a® = (}5—|—g7*9.—|—29q'500t9.
T

Her er |e1]| =1, |ez| = r og |eg| = rsind.

Oppgave 6.10

Her er det & merka at kofaktorelementet G oppfyller likninga G¥ = g g*/ sidan g;; og
g% er inverse. Resultatet folgjer rett fram fra dette.

Oppgave 6.11
For permutasjons-symbolet har ein fglgjande

—|—det(a{ ) (pqr =jamn permutasjon)
e*Mabalal = ¢ —det(al) (pgr=odde permutasjon (68)
0 (to indeksar er like)

Difor kan ein skriva

P det(al) = eo‘ﬁ'yaga[qjaf; . (69)
Bruk transformasjonen z¢ = z¢(z!, 22, 23) slik at ein finn

oF . 5, 0TP 079 0"

parq ) = —
e det( 33:1) ¢ re 928 9z (70)
Fra definisjonen har ein éP4" = €P4" og vidare
oxd 17" ozr 0z oz
I = P = |det(——)| Y 71
‘ ‘ [ ¢ (83:1 )] D™ 9B Da (71)

Altsa transformerer permutasjons-symbolet som ein relativ kontravariant tensor av orden
3 og vekt -1.
Tilsvarande finn ein nar ein ser pa epqgr.

epgrdet(al) = eag,yag‘af;a;’ , (72)

eller
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oxd ox® dzP oz

epqrdet(@) = BV D70 93 o (73)
Merk at
0Fd oxd 17!

Altsa er €pq, ein relativ kovariant tensor av orden 3 og vekt +1.

Oppgave 6.12

Vi har Stokes sats pa vanleg form

fv-dr:/vXV-ds (75)
C S

1. Lat V = fa der f er ein skalarfunksjon og a er ein konstant vektor. Vi har da

Vx(fa)=Vfxa (76)

og integrala i likning (75) kan omformast slik:

a~[7{cfdr—/SdSXVf]—O, (77)

Sidan a er ein vilkarleg vektor fplgjer det at

%Cfdr:/SdeVf, (78)

som er eit dgme pa Stokes integralsats for ein skalarfunksjon.

2. Lat V = a x g der a er ein konstant vektor og g er ein vektorfunksjon. Vi har da

Vx(axg)=aV-.-g—a-Vg (79)

vidare har ein at

(dSxV)xg=Vg-dS—dSV-g (80)

Ein kan da omskriva likn. (78) som

a~[?§chdr+/5(dSXV)xg]—O, (81)

og pany sidan a er ein vilkarleg vektor folgjer det at
fdrxg:/(deV)xg (82)
c s
I bae desse tilfella far ein resultata fra den generaliserte Stokes sin sats

ﬁdr*@-/g(deV)*Cb (83)

der ® kan vere skalar, vektor eller dyade og multiplikasjonssymbolet ma veljast som vanleg
multiplikasjon, skalar produkt eller vektorprodukt, slik at uttrykka gjev meining.
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Oppgave 6.13

I Gauss sats

| v-vir = fvio, (34)

set v = fa, der f er ein skalarfunksjon og a er ein konstant vektor. Vi har da V - (fa) =

a-Vf. Ein finn da
. Vfdr— ¢ do 85
a-| [ vrar— faos] (85)

/VVde = j{daf (86)

Vidare kan ein skriva ein vilkarleg dyade i ein fast ortogonal basis av einingsvektorar som
® = e;e;¢;;. Erstattar ein f i likning (86) med ¢;;, multipliserer med e;e;, som er ein
konstant dyade og sa summerer over i og j, sa far ein

/VV‘MT = j{dacb (87)

I denne dyadiske likninga kan ein finna invariantar ved a setja inn hgveleg operasjon (*)

slik
/V»<<I>d7-:7{da*<1> (88)
%

og dette er den generaliserte Gauss sats.

eller

7 Dobbelt vektorprodukt

Lat e1, eq, e3 vera ein orthogonal kartesisk basis og lat u, v, w vera tre vilkarlege vektorar.
Vi kan da skriva

u;e; , (89)
v = vjej y (90)
= WgeL . (91)

Vi ser pa det doble vektorproduktet som kan utviklast etter formelen
(UxXV)XWwW=vu-w—uv-w. (92)
Vi skal visa formelen ved direkte utrekning:
(u X V) X W = uivjwk(ei X ej) X €k (93)

Vi reknar ut dei mogelege kombinasjonane av vektorprodukta av einingsvektorane

€] X ey =e3 Xep — ey X €y — —€q
€y X e = —e3 Xep — —eg X €y — €7
€] X ez = —es xXep — e3 X e3 — —e;
€3 X e} = ey xXep — —e3 X ez — e
€y X ez = e Xeg — €3 X e3 — —e€g
€3 X ey = —e; Xegy — —e3 X e3 — €3

Nar vi fyller ut etter skjemat ovafor far ein
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U1V2wi€2 — UIV2W2€1
—UgViwWi€y -+ U2ViW2€1
+uivswies — ujvzwse;
—ugviwies + U3viwWws3e;
+U2v3W2€3 — UV3W3E€2

—U3V2W2€3 + UIV2W3€e2

Desse ledda kan vi samla slik

vi€e1 (UQ’LUQ + U3’LU3+

'U2€2(u1w1 + UQ’LU2+

)
)
vzes(ujwy + ugwo+)
—uj e (vows + v3ws+)
)
)

(
—UQeQ(U1w1 “+ v3ws+
(

—Uuszes (V1w —+ vowo+

Nar vi adderer og subtraherer alle ledd med alle indeksar like

uiviwiey — utiwie;
+U2VWo2€y — UV W2€9
+U3’L)3’LU383 — Uu3vswses

ser vi lett at vi far formelen (92). Q.E.D.

8 Geodesiske kurver som variasjonsproblem

Utleiing av likninga

d . 1 891]@ i
—(gi;2" ' =0. 4
ds(gjx) 2 Oxi #3* = 0 (94)
Vi startar fra bogelengdeintegralet
dx® dxd
9905 ds (95)

Vi ser pa variasjonen av s, nar vi held endepunkta fast. Vi sgkjer altsa den kurva som har
ein ekstremalverdi med omsyn pa bogelengda.

dx® dxz’
t2 dxt dzk t2 0 gzaﬁﬁ}
5525/ gijii ds:O. (96)
t1 ds ds t1 92 i ddx’ dde

Vi ser pa teljaren i siste integraletdet og finn

dx® dx? 09 da’ dx* dv?  dz’ dr? _ dxt
04 Gij——— = Hepk ij0(——)—— T e
{gjds ds} oxJ . ds ds +gj(ds)ds +g]ds (ds)
B 0gi; kdxi dz® det  dxd
= 9% s ds Wi g 1)
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vidare har ein at

Vi satsar vidare pa a bruke delvis integrasjon og finn at uttrykket i likn. (97) kan skrivast
som

dgij dx' dz* d drt . . d da?
T sah 2 (g ——6x7) — ; J
Ouk ds ds 0% T 259 gy 0n) = 25 (g )owt

Vi finn da

GgIJdac da? i(.d_fi}
Gy dat del 9 d (g, )L guk 40l (g, 5k
55_5/ S S —ds=0.  (99)

dzt dxd
2 V 9i5°4s “ds

Merk at g;; er symmetrisk i indeksane 7, j. Vi har vidare at

/tz 2 . dac 5$
t / dzt dxd
! 2 Gij ds ds

Dette ser ein lett ved delvis integrasjon nar ein merkar seg at 2% = 0 i endepunkta og

d 4 dz’ dxj) B

ds 9% as ds ) T
Hugs at o
dz dz’
9ik—— ds dS )

er lengda av tangentvektoren (sja likn. (6.113)), som er konstanten 1, nar ein deriverer
dette m. o. p. bogelengda er resultatet null! Vidare har ein at sidan éz* er vilkarleg, s&
gjev fundamentallemmaet i variasjonsrekning at

dgi; dz* dx? d dz"
{&ck ds ds ds(glk ds >} =0

(99)

No er

i ) 891](: d
dsglk oz ds

j .
Nar ein nyttar dette, kan likn. (99) skrivast som

189]”' i o j 1ang J 189@' i g
i i s (.
2000 LT T T T gk T

gzkx +

For a koma fram til dette resultatet har vi delt det eine leddet i to og forandra namn pa
summasjonsindeksane og brukt at g;; = g;;. Vi brukar sa likn. (6.71) og finn

gikifi + Fijyk{fiij =0.
Ytreproduktet med g™ og kontraksjon over ¢ og k gjev til slutt

Pt TREE =0, (100)

som samsvarar med likn. (6.114).
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