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Introduksjon

| MAT101/111 lzerer vi om funksjoner
f:R—R

og hvordan vi deriverer dem
De deriverte gir mye informasjon: f.eks.

@ hvis f og g er to funksjoner med samme
derivert, og f(0) = g(0), sa er

f(x) = &(x)
for alle x € R.
o Huvis f er snill kan vi approksimere f(x) med sitt
Taylorpolynom
£()(0)
n!

XI'I

Pn,f(x) = f(0) + f’(O)X_|_...+
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F.eks.
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Introduksjon - funktorer

Hvis vi bytter ut reelle tall med rom, hva spiller sa
rollen til funksjoner f: R — R? Svar:
“Funktorer”
F: Rom — Rom
dvs: En regel som
o til hvert rom X gir et nytt rom F(X)

o til hver kontinuerlig funksjon mellom rom gir en
kontinuerlig funksjon

@ pluss noen “opplagte” regler

Dvs. om f: X — Y er kontinuerlig, sa far vi en
kontinuerlig

F(f): F(X) — F(Y).
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Rom
Funktorer

regneoperasjoner
avstand
Kontinuitet og derivasjon

I denne forelesningen skal vi se at vi kan gjgre
kalkulus i denne settingen, og underveis skal vi se pa e

1-derivert testen

noen spesielt hyggelige eksempler. Personlig tilknytring

For a fa til det ma vi fortsette var oversetting fra e
inezer, kvadratisk osv

reelle tall til rom Hmiafiy
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Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner
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R Rom
0

null Rom
= Funktorer
en 1 Funktorer vs voksende

funksjoner

p|USS X + y Oversettelse
minus | x — y
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- . = 1-derivert testen
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R Rom
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7 Funktorer
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minus | x —y
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Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller .

| var analogi med voksende funksjoner
svarer dette til & se pa kun: 0 <
x (tenk pa basispunktet som en
funksjon + — X), og alle funksjoner
skal bevare basispunktet.
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Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
null 0 , (ettpunkts mengden)
én 1
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~
minus | x —y
ganger | x-y
divisjon | x/y
Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller

Alle vanlige regneregler gjelder



Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
0

null *, (ettpunkts mengden) Rom

en | 1 S
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~=
minus | x —y fiber{X — Y} o

Kontinuitet og derivasjon

ganger | x-y

divisjon | x/y Konvergens
0 1-derivert testen
Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt Persontig tiknytning

.
som vi kaller +.
Linezer, kvadratisk osv
tilnerming
polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming

fiber{X — Y} = {x € X|f(x) = +} Huordon dee t rom s 27



Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
null 0 , (ettpunkts mengden)
én 1
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~
minus | x —y fiber{X — Y}
ganger | x-y
divisjon | x/y

Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller

fiber{X — Y} = {x € X|f(x) =
Ex: f: R? — R, f(x,y)=x,

}
0 eR,

fiber{R> — R} = {(0,y)} =R



Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
null 0 , (ettpunkts mengden)
én 1 SO (to punkter)
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~
minus | x —y fiber{X — Y}
ganger | x-y
divisjon | x/y

Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller

fiber{X — Y} = {x € X|f(x) = +}



Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
null 0 , (ettpunkts mengden)
én 1 SO (to punkter)
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~
minus | x —y fiber{X — Y}
ganger | x-y | XAY=XxY/XVY
divisjon | x/y

Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller

fiber{X — Y} = {x € X|f(x) = +}




Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
null 0 , (ettpunkts mengden)
én 1 SO (to punkter)
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~
minus | x —y fiber{X — Y}
ganger | x-y | XAY=XxY/XVY
divisjon | x/y Map(Y, X)

Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller



Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
null 0 , (ettpunkts mengden)
én 1 SO (to punkter)
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~
minus | x —y fiber{X — Y}
ganger | x-y | XAY=XxY/XVY
divisjon | x/y Map(Y, X)

Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller

VX =X, :AX = 5, S0AX = X,
og alle vanlige regneregler for \V og A



Oversettelse fra R til Rom: regneoperasjoner

R Rom
null 0 , (ettpunkts mengden)
én 1 SO (to punkter)
pluss [ x+y | XVY=X][Y/+~
minus | x —y fiber{X — Y}
ganger | x-y | XAY=XxY/XVY
divisjon | x/y Map(Y, X)

Vi antar fra nu at alle rom har et valgt basispunkt
som vi kaller

VX =X, AX =+, SIAX = X,
og alle vanlige regneregler for \V og A
fiber{X — +} = X, Map(S°, X) = X,
MEN rare ting som f.eks.

Map(+, X) =

(og ikke “uendelig”)
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null

ol
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Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

Rom

R Rom
0

null * Norm: R
z 0 Funktorer vs voksende
en 1 S funksjoner

pluss | x+y XVY |5"‘ =10""
minus | x — y | fiber{X — Y}
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Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

R Rom
null 0 * Norm: Rom
én 1 SO ;Et e
pluss | xty| XVY 15" = 107"
minus | x — y | fiber{X — Y} regneoperasjoner
ganger Xy XAY Kontinuitet og derivasjon
divisjon | x/y Map(Y, X) e
Dette definerer norm for alle rom, og dermed ogsa R
et avstandsbegrep: Men merk at det er : :
overraskelser, f.eks. er |[R™| = 0 hvilket sier at :L'Iyittltk
“enhver sfaere i R™ begrenser en ball og kan derfor Bt

trekkes sammen til et punkt”
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Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?
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R Rom
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pluss | x+y XVY |S" =10""
minus | x — y | fiber{X — Y}
ganger | x-y XANY
division | x/y | Map(Y,X)
R Rom
én |1| =1l
null |0 =0
norm x| = V/x2
avstand Ix —y|
ganger | |x-y| = |x|-|y|
divisjon | [x/y[ = [x|/ly|
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Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

R Rom
null 0 & Norm:
én 1 50 voksend
pluss | x+y XVY IS”‘ = 107" B
minus | x — y | fiber{X — Y} asiand
ganger | x-y XANY J
divisjon | x/y Map(Y, X) Koavergens
R Rom Personlig tilknytning
én I1]=1 1S%1=1 Linear, kot o
null 0j=0 polyn

Differensialer

norm Ix| = V/x2

Analytisk fortsettelse

avstand Ix — y|

ganger | |x-y|=|x]-ly|
divisjon | |x/y| = |x|/]y|




Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

R Rom
null 0 & Norm:
én 1 50 voksend
pluss | x+y XVY IS”‘ = 107" B
minus | x — y | fiber{X — Y} asiand
ganger | x-y XANY J
divisjon | x/y Map(Y, X) Koavergens
R Rom Personlig tilknytning
én I1]=1 1S%1=1 Linear, kot o
null 0j=0 | % | = polyn

Differensialer

norm Ix| = V/x2

Analytisk fortsettelse

avstand Ix — y|

ganger | |x-y|=|x]-ly|
divisjon | |x/y| = |x|/]y|




Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

R Rom
null 0 * Norm:
én 1 SO o
pluss | x+y XVY |S"| =10"" caperasi
minus | x — y | fiber{X — Y} P
ganger | x-y XANY J
divisjon | x/y Map(Y, X) L-derivert testen
R ROITI Personlig tilknytning
én I1]=1 1S%1=1 Linear, kot o
null [0]=0 |*|=0 S
norm x| = Vx2 |X| =10~ om X er
“m-sammenhengende.” e e
avstand Ix — y| ek
ganger | |x-y|=[x|-|y|
divisjon | [x/y| = [x|/ly|




Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

R Rom
null 0 * Norm:
én 1 50 o
pluss | x+y XVY |S"| =10"" pracior
minus | x — y | fiber{X — Y} g
ganger | x-y XANY J
divisjon | x/y Map(Y, X) L-derivert testen
R ROITI Personlig tilknytning
én I1]=1 1S%1=1 Lnear, padrarisk o
null [0]=0 |*|=0 S
norm x| = Vx2 |X| =10~ om X er
“m-sammenhengende.” e e
avstand Ix — y| X = Y[=10"" om ek
X — Y er “m-smh.” ook
ganger | |x-y|=[x|-|y|
divisjon | |x/y| = |x|/ly|




Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

R Rom
null 0 * Norm:
én 1 SO oo
pluss | x+vy XVY IS”‘ = 107" e
minus | x — y | fiber{X — Y} D
ganger | x:y XANY J
divisjon | x/y Map(Y, X) s
R Rom Personlig tilknytning
én |1| =1 |SO| =1 e [l e
null 0j=0 |*[=0 Bitendale
norm x| = Vx2 |X| =10~ om X er
“m-sammenhengende.” i e
avstand Ix — y| IX - Y|=10"" om Rekur
X — Y er “m-smh.” =
ganger | |x-y|=[x|-|y| XA Y] =|X]-]Y]
divisjon | [x/y| = |x|/]y|




Oversettelse fra R tall til Rom: avstand

R Rom
null 0 * Norm:
én 1 SO oo
pluss | x+vy XVY IS”‘ = 107" e
minus | x — y | fiber{X — Y} D
ganger | x:y XANY J
divisjon | x/y Map(Y, X) s
R Rom Personlig tilknytning
én |1| =1 |SO| =1 e [l e
null 0j=0 |*[=0 Bitendale
norm x| = Vx2 |X| =10~ om X er
“m-sammenhengende.” i e
avstand Ix — y| IX - Y|=10"" om Rekur
X — Y er “m-smh.” =
ganger | |x-y|=[x|-|y| X AY]=|X]-]Y]
divisjon | [x/y| = [x|/ly| | [Map(S",X)| = |X|/|S"|




Fra R tall til Rom: kontinuitet og derivasjon

Rom

Analogien til kontinuerlige funksjoner er enkel: Funktorer

Funktorer vs voksende

Vi krever at funksjoner

regneoperasjoner

|X — Y‘ == 0 = |F(X) — F(Y)| = O avstand

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

Linezr, kvadratisk osv.
tilnzrming

polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?



Fra R tall til Rom: kontinuitet og derivasjon

Analogien til kontinuerlige funksjoner er enkel:
Vi krever at

X = Y| =0 = |F(X)— F(Y)| =0

Slike funktorer kalles ofte “homotopifunktorer”.
Antar at alle funktorer er av denne typen.

Rom

Funktorer

Funktorer vs voksende
funksjoner

regneoperasjoner

avstand

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

Linezer, kvadratisk osv
tilnzerming

polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?



Fra R tall til Rom: kontinuitet og derivasjon

Analogien til kontinuerlige funksjoner er enkel:
Vi krever at

X = Y| =0 = |F(X)— F(Y)| =0

Definisjon av derivert:

R Rom

Differans AL f(x) = ApF(X) =
f(x+a)—f(x)

derivert f'(x) = F'(X) =
lim LA, £(x)
a—0

Rom
Funktorer
Funktorer vs voksende
funksjoner

regneoperasjoner

avstand

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

Linezer, kvadratisk osv.
tilnaerming
polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?



Fra R tall til Rom: kontinuitet og derivasjon

Analogien til kontinuerlige funksjoner er enkel:

Vi krever at

X = Y| =0 = |F(X)— F(Y)| =0

Definisjon av derivert:

R

Rom

2 b
I 812

Differans AL f(x) = ApF(X) =
f(x+a) — f(x) | fiber{ F(X VA) — F(X)}
derivert f'(x) = F'(X) =

Rom

Funktorer

Funktorer vs voksende
funksjoner

regneoperasjoner

avstand

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

Linezr, kvadratisk osv
tilnaerming
polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

inzerming
egne ut DpF(X)?

fele et rom pa 2?



Fra R tall til Rom: kontinuitet og derivasjon

Analogien til kontinuerlige funksjoner er enkel:
Vi krever at

X = Y|=0= |F(X)—= F(Y)|=0 il
Definisjon av derivert: Persontig tiknytning
R Rom s -
Differans | A.f(x) = AAF(X) = L=
Fx+a) — F(x) | fiber{F(X V A) — F(X)} |~
derivert f'(x) = F'(X) = Analytisk fortsettelse
EIJi_r)n()%AJ(x) nIi_)rr;oMap(S”,AsnF(X))




Fra R tall til Rom: kontinuitet og derivasjon

Analogien til kontinuerlige funksjoner er enkel:
Vi krever at

X = Y| =0 = |F(X)— F(Y)| =0

Definisjon av derivert:

R Rom
Differans A,f(x) = ApF(X) =
f(x+a)—f(x) | fiber{ F(XVA) — F(X)}
derivert f'(x) = F'(X) =
=_I’i_r)nO%Aaf(x) nIi_)rT;oMap(S”,AsnF(X))

Rar ting: den deriverte F'(X) er alltid definert!
men den er ikke alltid verdifull.



Konvergensradius

For a sikre at den deriverte er verdifull kan man
legge pa krav som minner pa begrepet
“konvergensradius” for potensrekker.

Rom
Funktorer
Funktorer vs voksende
funksjoner

regneoperasjoner
avstand
Kontinuitet og derivasjon

1-derivert testen
Personlig tilknytning

Linezr, kvadratisk osv.
tilnzrming

polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?



Konvergensradius

For a sikre at den deriverte er verdifull kan man
legge pa krav som minner pa begrepet
“konvergensradius” for potensrekker.

Vi skal kanskje komme tilbake til dette senere, men
inntil da ngyer vi oss med a konstatere at det finnes
slikt begrep:



Konvergensradius

For a sikre at den deriverte er verdifull kan man
legge pa krav som minner pa begrepet
“konvergensradius” for potensrekker.

Vi skal kanskje komme tilbake til dette senere, men
inntil da ngyer vi oss med a konstatere at det finnes
slikt begrep:

R Rom
f har Taylorrekke F er
med konvergensradius 10~" | r-analytisk




Konvergensradius

For a sikre at den deriverte er verdifull kan man
legge pa krav som minner pa begrepet
“konvergensradius” for potensrekker.

Vi skal kanskje komme tilbake til dette senere, men
inntil da ngyer vi oss med a konstatere at det finnes
slikt begrep:

R Rom

f har Taylorrekke F er
med konvergensradius 10~" | r-analytisk

Gooduwillie kaller dette “r — 1-analytisk”



Konvergensradius

For a sikre at den deriverte er verdifull kan man
legge pa krav som minner pa begrepet
“konvergensradius” for potensrekker.

Vi skal kanskje komme tilbake til dette senere, men
inntil da ngyer vi oss med a konstatere at det finnes
slikt begrep:

R Rom
f har Taylorrekke F er
med konvergensradius 10~" | r-analytisk

Sa: 0O-analytisk har maksimal konvergensradius

(5% = 1)



1-derivert testen

Teorem (Gooduwillie)

La F — G veere to r-analytiske funktorer slik at

Introduksjon

Rom

Funktorer

Funktorer vs voksende
funksjoner
Oversettelse
regneoperasjoner
avstand

Kontinuitet og derivasjon

1-derivert testen

Konvergens

Personlig tilknytning

Taylorpolynomer

Linezr, kvadratisk osv.
tilnzrming

polynomtester
Differensialer

Analytisitet
Analytisk fortsettelse
Taylor-tarnet
Rekursiv tilnzerming

Hvordan regne ut Dp F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?

Eksempler



1-derivert testen

Teorem (Gooduwillie)
Rom
Funktorer

Funktorer vs voksende
funksjoner

La F — G veere to r-analytiske funktorer slik at
regneoperasjoner

, ) avstand
| F(z:) — G(;)| = 0 Kontinuitet og derivasjon

Konvergens
og

Personlig tilknytning

Linezr, kvadratisk osv.
tilnzrming

polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?

Hvordan dele et rom pa 2?



1-derivert testen

Teorem (Gooduwillie)
Rom
Funktorer

Funktorer vs voksende
funksjoner

La F — G veere to r-analytiske funktorer slik at
regneoperasjoner

avstand
|F(\1) — G()| =0 :(V:nt‘ill‘\(ui(c( og derivasjon
Konvergens
“_—/(X) _ G/(X)l -0 Personlig tilknytning

Linezer, kvadratisk osv.
for alle X. Gincorming

polynomtester

Differensialer

og

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming

Hvordan regne ut D, F(X)?

Hvordan dele et rom pa 2?



1-derivert testen

Teorem (Gooduwillie)
Rom
Funktorer

Funktorer vs voksende
funksjoner

La F — G vaere to r-analytiske funktorer slik at
regneoperasjoner

avstand
|F(>1<) — G()| =0 :(V;nt‘ilx‘\(ui(c( og derivasjon
Konvergens
’F/(X) — G/(X)l — 0 Personlig tilknytning

Linezer, kvadratisk osv.
for alle X. tilnzerming
polynomtester

Da er Differensialer
|F(X) = G(X)| =0

for alle X slik at |[X| <|S"|.

og

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming

Hvordan regne ut D, F(X)?

Hvordan dele et rom pa 2?



1-derivert testen

Teorem (Gooduwillie)

La F — G vaere to r-analytiske funktorer slik at
IF(+) = 6(:)| = 0
og
[F'(X) = G'(X)[ =0

for alle X.
Da er
|F(X) — G(X)|=0

for alle X slik at |[X| <|S"|.

Spesielt: om r =0, sa er |[F(X) — G(X)| =0 for alle
X (fordi 0= || < |X| <|S° =1)

Linezer, kvadratisk osv

ir
tilnaer

polyn
Differensialer

Analytisk fortsettelse




1-derivert testen: da jeg ble rik og bergmt

Teorem (Gooduwillie)

La F — G vaere to 0-analytiske funktorer slik at
|F(+) — G(+)| =0 og |F'(X) — G'(X)| =0 for alle X.
Da er |F(X) — G(X)| =0 for alle X.

Rom
Funktorer
Funktorer vs voksende
funksjoner

regneoperasjoner
avstand
Kontinuitet og derivasjon

Konvergens
1-derivert testen

Linezer, kvadratisk osv.
tilnaerming
polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?



1-derivert testen: da jeg ble rik og bergmt

Teorem (Goodwillie) Rom
La F — G vaere to 0-analytiske funktorer slik at e

F(+) = G(-) =0 og |F'(X) — G/(X)| =0 for alle X. "
Da er |F(X) — G(X)| = 0 for alle X.

avstand

Kontinuitet og derivasjon

1 1992 regnet McCarthy og jeg ut den deriverte til [
en funktor (K) 1-derivert testen

Linezr, kvadratisk osv
tilnaerming
polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?



1-derivert testen: da jeg ble rik og bergmt

Teorem (Gooduwillie)

La F — G vaere to 0-analytiske funktorer slik at
|F(+) — G(+)| =0 og |F'(X) — G'(X)| =0 for alle X.
Da er |F(X) — G(X)| =0 for alle X.

1 1992 regnet McCarthy og jeg ut den deriverte til
en funktor (K) og Hesselholt til en annen (TC)



1-derivert testen: da jeg ble rik og bergmt

Teorem (Gooduwillie)

La F — G vaere to 0-analytiske funktorer slik at
|F(+) — G(+)| =0 og |F'(X) — G'(X)| =0 for alle X.
Da er |F(X) — G(X)| =0 for alle X.

1 1992 regnet McCarthy og jeg ut den deriverte til
en funktor (K) og Hesselholt til en annen (7C) - og
vi fikk samme svar.



1-derivert testen: da jeg ble rik og bergmt

Teorem (Gooduwillie)

La F — G vaere to 0-analytiske funktorer slik at
|F(+) — G(+)| =0 og |F'(X) — G'(X)| =0 for alle X.
Da er |F(X) — G(X)| =0 for alle X.

1 1992 regnet McCarthy og jeg ut den deriverte til
en funktor (K) og Hesselholt til en annen (7C) - og
vi fikk samme svar.

K er viktig og spennende, og sier “meget om
mangt”, mens TC kan ofte regnes ut.



1-derivert testen: da jeg ble rik og bergmt

Teorem (Gooduwillie)

La F — G vaere to 0-analytiske funktorer slik at
|F(+) — G(+)| =0 og |F'(X) — G'(X)| =0 for alle X.
Da er |F(X) — G(X)| =0 for alle X.

1 1992 regnet McCarthy og jeg ut den deriverte til
en funktor (K) og Hesselholt til en annen (7C) - og
vi fikk samme svar.

K er viktig og spennende, og sier “meget om
mangt”, mens TC kan ofte regnes ut.

I 1993 viste McCarthy sa at begge funktorene var
0-analytiske, sa konklusjonen ble

IK— TC|=0



1-derivert testen: da jeg ble rik og bergmt

Teorem (Gooduwillie)

La F — G vaere to 0-analytiske funktorer slik at
|F(+) — G(+)| =0 og |F'(X) — G'(X)| =0 for alle X.
Da er |F(X) — G(X)| =0 for alle X.

1 1992 regnet McCarthy og jeg ut den deriverte til
en funktor (K) og Hesselholt til en annen (7C) - og
vi fikk samme svar.

K er viktig og spennende, og sier “meget om
mangt”, mens TC kan ofte regnes ut.

I 1993 viste McCarthy sa at begge funktorene var
0-analytiske, sa konklusjonen ble

|IK — TC|=0

— Altsa: det interessante kan ofte regnes ut!



Taylor-tarnet: Linezer, kvadratisk osv.

tilnaerming

Gitt en (snill) funksjon 7: R — R vil differensialene Funktaer

Funktorer vs voksende

fortelle mer og mer om f: Runksjoner

regneoperasjoner
avstand
Kontinuitet og derivasjon

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming

Hvordan regne ut D, F(X)?

Hvordan dele et rom pa 2?




Taylor-tarnet: Linezer, kvadratisk osv.

tilnaerming

Gitt en (snill) funksjon 7: R — R vil differensialene Funktaer

Funktorer vs voksende

fortelle mer og mer om f: Runksjoner

regneoperasjoner

Pof (x) = Dof(x) = (0)

Kontinuitet og derivasjon

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

polynomtester
2 Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
“ Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?




Taylor-tarnet: Linezer, kvadratisk osv.

tilnaerming

Gitt en (snill) funksjon 7: R — R vil differensialene Funktaer
Funktorer vs voksende

fortelle mer og mer om f: Runksjoner

regneoperasjoner

Pof (x) = Dof (x) = f(0)
Plf(X) = Pof(X) + le(X)

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?




Taylor-tarnet: Linezer, kvadratisk osv.

tilnaerming

Rom
Gitt en (snill) funksjon 7: R — R vil differensialene s
fortelle mer og mer om f: WSS

PO f(X) = DO f(X) = f(O) L‘(V:I::ill‘l(lllilcl og derivasjon
Plf(X) = Pof(X) + le(X)
P>f(x) = Pyf(x) 4+ Daf(x) Parsont tilkaytning

Konvergens

polynomtester
Differensialer

Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?




Taylor-tarnet: Linezer, kvadratisk osv.

tilnaerming

Introduksjon

Rom

Gitt en (snill) funksjon 7: R — R vil differensialene Eibkiore
fortelle mer og mer om f:

funksjoner

Oversettelse
regneoperasjoner
avstand

Po f(X) = DO f(X) = f(O) Kontinuitet og derivasjon

1-derivert testen

P1f(x) = Pof(x) + D1f(x) Pnf(x) er et ntegrads- P

1-derivert testen

P2 f(X) = P]_ f(X) =+ D2 f(X) p0|yn0m . Personlig tilknytning

For 5 kunne ut\/ide Taylorpolynomer
dette til F ma vi gi kri-
. polynomtester
teria for hva et poly- Differensialer
: nom er Analytisitet
) ) ) ) ) Analytisk fortsettelse
/S Disse kriteria kan ogsa Taylor-trmet
= - 2 Rekursiv tilnaerming
brukes til a regne ut Hvordan regne ut Dp F(X)?

S differensialene. Hvordan dele et rom pa 2?

Eksempler




Taylor-tarnet: Linezer, kvadratisk osv.

tilnaerming
Gitt en (snill) funksjon f: R — R vil differensialene Ef?f&iﬁ:f o
fortelle mer og mer om f: L
PO f(X) = DO f(X) = f(O) LLV;.::iI\‘:.Inm og derivasjon
Pif(x) = Pof(x) + Di1f(x) Pnf(x) er et ntegrads- P
Pof(x) = P1f(x) + Dyf(x) Polynom. Parsont tknpuing

For a kunne utvide
dette til F ma vi gi kri-

polynomtester

teria for hva et poly- Differensialer
; nom er.
] i i . Analytisk fortsettelse
T 7 W Disse kriteria kan ogsa
= - 2 Rekursiv tilnaerming
brukes til a regne ut H\m\ddulluglwul DnF(X)?

differensialene. Hvordan dele et rom pa 27




Taylor-tarnet: Linezer, kvadratisk osv.

tilnaerming

Gitt en (snill) funksjon 7: R — R vil differensialene
fortelle mer og mer om f:

Pof(x) = Dof(x) = £(0)

Pif(x) = Pof(x) + D1f(x) P,f(x) er et ntegrads-
Pof(x) = Pyf(x) + Dyf(x) Polynom.

For & kunne utvide
dette til F ma vi gi kri-
teria for hva et poly-
nom er.

T 7 ¥ Disse kriteria kan ogsa
brukes til & regne ut
differensialene.

Rom
Funktorer
Funktorer vs voksende
funksjoner

regneoperasjoner
avstand
Kontinuitet og derivasjon

Konvergens
1-derivert testen
Personlig tilknytning

polynomtester
Differensialer
Analytisk fortsettelse

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?



Taylor-tarnet: polynomtester

f:R—Rer
Introduksjon
Rom
Funktorer
Funktorer vs voksende
funksjoner
Oversettelse
regneoperasjoner
avstand
Kontinuitet og derivasjon

1-derivert testen
Konvergens

1-derivert testen
Personlig tilknytning
Taylorpolynomer
Lineaer, kvadratisk osv.

tilnarming

Differensialer

Analytisitet
Analytisk fortsettelse
Taylor-tarnet
Rekursiv tilnaerming

Hvordan regne ut D, F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?

Eksempler



Taylor-tarnet: polynomtester

f: R - R = Introduksjon
e konstant dersom L;f(x) = f(x) — 7(0) er lik null. Rom

Funktorer

Funktorer vs voksende
funksjoner
Oversettelse
regneoperasjoner
avstand

Kontinuitet og derivasjon
1-derivert testen
Konvergens

1-derivert testen
Personlig tilknytning
Taylorpolynomer
Lineaer, kvadratisk osv.

tilnzrming

Differensialer

Analytisitet
Analytisk fortsettelse
Taylor-tarnet
Rekursiv tilnzerming

Hvordan regne ut Dp F(X)?
Hvordan dele et rom pa 2?

Eksempler



Taylor-tarnet: polynomtester

f:R—Rer
e konstant dersom L;f(x) = f(x) — 7(0) er lik null. s
@ en rett linje dersom "
Lyf(x,y) = f(x+y) — f(x) — f(y) + £(0) er lik

null

alx+y)+b—(ax+b)—(ay+b)+a0+b=0

Personlig tilknytning
Linear, kvadratisk osv.
tilnzerming
Differensialer

Analytisk fortsettelse




Taylor-tarnet: polynomtester

f:R—Rer
o konstant dersom L;f(x) = f(x) — f(0) er lik null. G
@ en rett linje dersom
Lyf(x,y) = f(x+y)—f(x)—f(y)+ f(0) er lik null
@ en annengradskurve dersom
L3f(x,y,z) =f(x+y + 2)
—flx+y)—flx+2)—fly+2) i
+f(x)+ f(y)+ f(z) — £(0)

Linezer, kvadratisk osv
. tilnaerming
er lik null.

Differensialer

Analytisk fortsettelse




Taylor-tarnet: polynomtester

f:R—Rer
o konstant dersom L;f(x) = f(x) — f(0) er lik null.
@ en rett linje dersom
Lyf(x,y) = f(x+y)—f(x)—f(y)+ f(0) er lik null
@ en annengradskurve dersom
L3f(x,y,z) =f(x+y + 2)
—f(x+y)—f(x+2z)—f(y+2)
+f(x)+ f(y)+ f(z) — £(0)
er lik null.

Dette kan vi oversette til rom, og kan snakke om
konstante, linexre, kvadratiske funktorer osv.



Taylor-tarnet: polynomtester

f:R—Rer
o konstant dersom L;f(x) = f(x) — f(0) er lik null.
@ en rett linje dersom
Lyf(x,y) = f(x+y)—f(x)—f(y)+ f(0) er lik null
@ en annengradskurve dersom
L3f(x,y,z) =f(x+y + 2)
—f(x+y)—f(x+2z)—f(y+2)
+f(x) + f(y)+ f(z) — f(0)
er lik null.
Dette kan vi oversette til rom, og kan snakke om
konstante, linezere, kvadratiske funktorer osv.

Linezere funktorer har veert spesielt mye studért
— de kalles “homologiteorier” (MAT341)



Taylor-tarnet Il: dif]

f:R—R,

Lif(x) = f(x) — £(0),
Lf(x,y) = f(x +y) — f(x)
Differensialene til f er
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Taylor-tarnet Il: differensialer

f:R—R,
Lif(x) = f(x) — £(0),
Lf(x,y) = f(x+y) — f(x) — f(y) + £(0)
Differensialene til f er
@ Dif(x) =lim,_o %Ll f(ax) = f'(0)x. e —

avstand
Kontinuitet og derivasjon




Taylor-tarnet Il: differensialer

f:R—R,
Lif(x) = f(x) = £(0),

Lf(x,y) = f(x +y) — f(x) -

Differensialene til f er

f(y) +7(0)

o Dif(x) = lima_oLL1f(ax) = f'(0)x.

Bruk IH:
1

lim =L;f(a
a

a—

x) = lim

f(ax)

ax) — f(0)

a—0 a

/
i f'(ax)
a—0

= lim f'(ax)x =

a—0

x—0

f'(0)x
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Taylor-tarnet Il: differensialer

f:R—R,
Lif(x) = f(x) — £(0),
Lof(x,y) = f(x +y) — f(x) — f(y) + £(0)
Differensialene til f er
@ Dif(x) =limy_yp %Llf(ax) = '(0)x.

Dof(x) =i L_[of = F0),2
o Dof(x) = limay 2,0 555, Lof (21X, a2x) = —5~x




Taylor-tarnet Il: differensialer

f:R—R,

Lif(x) = f(x) — £(0),

Lf(x,y) = f(x+y) — f(x) — f(y) + £(0)
Differensialene til f er

Dy f(x) = limao 1Ly f(ax) = f/(0)x.

Dof(x) = lima; 2,—0 ﬁLgf(alx, ax) =
Dnf(x) =lima;, . 2,0 anf(ﬂX, .

f("(0) P

n!

f‘// (0) 2
— X

S At =

Rom
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regneoperasjoner
avstand
Kontinuitet og derivasjon
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Linezr, kvadratisk osv.
ilnzerming
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Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut D, F(X)?
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Taylor-tarnet Il: differensialer

f:R—R,
Lif(x) = f(x) — £(0),
Laf(x,y) = f(x +y) — f(x) = f(y) + £(0)
Differensialene til f er
o Dif(x) = lima_oLL1f(ax) = f'(0)x.
(*] DQf(X) = |im31732_,0 ﬁLgf(alx, a2x) =
o D,f(x)=lim,s a0 anf(alx, ey anX) =
")(0) n

n!

f‘// (0) 2
— X

Fakta:
e D,f (hvis den eksisterer) er et homogent n-te
grads polynom.

Rom
Funktorer
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Taylor-tarnet Il: differensialer

f:R—R,
Lif(x) = f(x) — £(0),
Laf(x,y) = f(x +y) — f(x) = f(y) + £(0)
Differensialene til f er
o Dif(x) = lima_oLL1f(ax) = f'(0)x.
(*] DQf(X) = |im31732_,0 ﬁLgf(alx, a2x) =
o D,f(x)=lim,s a0 anf(alx, ey anX) =
n)(o) n

n!

f// (0) 2
— X

Fakta:
e D,f (hvis den eksisterer) er et homogent n-te
grads polynom.
o DiF(X) = limp_o Map(S", L1 F(S"AX)) eksisterer
alltid, men



Taylor-tarnet Il: differensialer

f:R—R,
Lif(x) = f(x) — £(0),
Laf(x,y) = f(x +y) — f(x) = f(y) + £(0)
Differensialene til f er
o Dif(x) = lima_oLL1f(ax) = f'(0)x.
(*] DQf(X) = |im31732_>0 ﬁLgf(alx, azx) =
o D,f(x)=lim,s a0 anf(alx, ey anX) =
n)(o) n

n!

f// (0) 2
— X

Fakta:
e D,f (hvis den eksisterer) er et homogent n-te
grads polynom.
o DiF(X) = limp_o Map(S", L1 F(S"AX)) eksisterer
alltid, men trenger ikke vare linezer, dvs.
|Lo(D1F(X))| trenger ikke vaere null.



Taylor-tarnet: analytisitet

Det riktige kriteriet for funktorer er “stabilt eksisivt”
og betyr essensielt at

Lof(aix, axx)
diar

er begrenset for sma a; og a, (dette er testen nzer
null og forteller essensielt at grafen ikke krummes
ukontrollert).

Analogien til a si at F er r-analytisk er at det finnes
en konstant 0 < K < 1 slik at (om aene er sma) er

L,,(alx, ooy a,,x) < K”(r+1)‘

al...an



Analytisk fortsettelse

Teorem (Gooduwillie)

Om F er stabilt eksisiv er D; F linezer.
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Analytisk fortsettelse
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Funktorer
Funktorer vs voksende

Teorem (Gooduwillie) Rnksjoner

regneoperasjoner

Om F er stabilt eksisiv er D; F linezer.
(Analytisk fortsettelse) Om F — G er r-analytiske og
det finnes en t slik at pO—

1-derivert testen

avstand
Kontinuitet og derivasjon

|F(X) — G(X)| =0 for alle alle |X| <t e e

Linezer, kvadratisk osv
naermi

sa er |F(X) — G(X)| =0 for alle |X| < |S"| e

Differensialer

Rekursiv tilnerming
Hvordan regne ut Dp F(X)?
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Analytisk fortsettelse

Teorem (Goodwillie)

Om F er stabilt eksisiv er D; F linezer.
(Analytisk fortsettelse) Om F — G er r-analytiske og
det finnes en t slik at

|F(X) — G(X)| =0 for alle alle |X| <t
sa er |F(X) — G(X)| =0 for alle | X| < |5

Eks: om F — G er to 0-analytiske funktorer slik at
|F(X) — G(X)| =0 for alle enkeltsammenhengende
rom X dvs. |X| < |S!




Analytisk fortsettelse

Teorem (Goodwillie)

Om F er stabilt eksisiv er D; F linezer.
(Analytisk fortsettelse) Om F — G er r-analytiske og
det finnes en t slik at

|F(X) — G(X)| =0 for alle alle |X| <t
sa er |[F(X) — G(X)| =0 for alle | X| < |5

Eks: om F — G er to 0-analytiske funktorer slik at
|F(X) — G(X)| =0 for alle enkeltsammenhengende
rom X , saer |F(X)— G(X)| =0 for ALLE rom X.



Taylor-tarnet

Taylor polynomene

(n)
L 70,

P,f(x) = f(0) + f'(0)x + - - - .

kan (med fordel) defineres rekursivt:

Pof(x) =f(0),
Dpf(x) =P,f(x) — Pp—1f(x), n>0
Pf(x) = lim P,f(x).

n—oo
Slik gar det ogsa for oss:
PoF(X) =F(+),

D,F(X) =fiber{ P,F(X) — P,_1F(X)}, n>0
PF(X) =lim P,F(X).
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Taylor-tarnet

Taylor polynomene

f(”)(o)
n!

XI'I

Paf(x) = f(0) + f'(0)x + - - +
kan (med fordel) defineres rekursivt:

POf(X) :f(o)v
Dpf(x) =P,f(x) — Pp—1f(x), n>0
Pf(x) = lim P,f(x).

Slik gar det ogsa for oss:
PoF(X) =F(+),

D,F(X) =fiber{ P,F(X) — P,_1F(X)}, n>0
PF(X) =lim P,F(X).
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Taylor-tarnet

Taylor polynomene

Paf(x) = f(0) + f'(0)x + - - +
kan (med fordel) defineres rekursivt:

POf(X) :f(O),
D,f(x) =Ppf(x) — Pp—1f(x), n>0
Pf(x) = lim P,f(x).

Slik gar det ogsa for oss:
PoF(X) =F(+),

D,F(X) =fiber{P,F(X) = Po_1F(X)}, n>0
PF(X) =lim P,F(X).

Personlig tilknytning

inezer, kvadratisk osv.

Li
tilnzer
p




Taylor-tarnet

Taylor polynomene

F(0 A
Pof(x) = F(0) + F/(0)x + - - - + '( ) i
n!
kan (med fordel) defineres rekursivt: Ktt"“J |J

POf(X) :f(O),
D,f(x) =Ppf(x) — Pp—1f(x), n>0
Pf(x) = lim Ppf(x).

n—oo

Slik gar det ogsa for oss:
PoF(X) =F(+),
D,F(X) =fiber{ P,F(X) — P,_1F(X)}, n>0 Huordan dele et rom pa 27
PF(X) =lim P,F(X).



Taylor tarnet

Akkurat som f(x) under gitte betingelser er lik
Pf(x) innenfor konvergensradius er

[F(X) — PF(X)| =0

for X innefor konvergensradius.
Det betyr at man kan regne ut F(X) ut i fra

kunnskap om de “polynomielle funktorene” P,F.

Men hvordan regner vi ut D,F(X)?

: 1
D,f(x) = al,..l.lgl—@ prpSa— L,f(aix,...,anx)
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Taylor tarnet

Introduksjon

Akkurat som f(x) under gitte betingelser er lik o
unktorer
Pf(x) innenfor konvergensradius er Funktorer vs voksende

Oversettelse

’F(X) — PF(X)l e 0 regneoperasjoner

avstand
Kontinuitet og derivasjon

for X innefor konvergensradius. L-derivert testen
Konvergens
Det betyr at man kan regne ut F(X) ut i fra Lderver tsten
. i ersonlig tilknytning
kunnskap om de “polynomielle funktorene” P,F. T
Men hvordan regner vi ut D,F(X)? Linear, kvadratsk o

. ° ) teste
» Hopp til “hvordan dele pa n!?” (TSI ST

Differensialer

Analytisitet
Analytisk fortsettelse

Taylor-tarnet

. 1 Hvordan regne ut D, F(X)?
Df(x)= lim — L. f(aix,...,amx) EaEmoay
ai,...,an—0 n!al <+ dp
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Taylor tarnet

Akkurat som f(x) under gitte betingelser er lik Rom
unktorer
Pf(x) innenfor konvergensradius er Funktorer vs voksende

IF(X) = PF(X)| =0

avstand
Kontinuitet og derivasjon

for X innefor konvergensradius.

Konvergens

Det betyr at man kan regne ut F(X) ut i fra Livss taten
. Personlig tilknytning
kunnskap om de “polynomielle funktorene” P,F.
Men hvordan regner vi ut D,F(X)? Lineaer, kvadratisk oau
polynomtester
IIJ'\f?m'cnsliu\cl'r
Analytisk fortsettelse
. 1 Hvordan regne ut D, F(X)?
Dn f(X) = lim - Ln f(alX, 0000g anX) Hvordan dele et rom pa 27



Taylor tarnet

Akkurat som f(x) under gitte betingelser er lik Rom
unktorer
Pf(x) innenfor konvergensradius er N

IF(X) = PF(X)| =0

avstand
Kontinuitet og derivasjon

for X innefor konvergensradius.

Konvergens

Det betyr at man kan regne ut F(X) ut i fra Livss taten
. Personlig tilknytning
kunnskap om de “polynomielle funktorene” P,F.
Men hvordan regner vi ut D,F(X)? HiE=CEEEE
polynomtester
ID'\f:m'onsliu\;r
Analytisk fortsettelse
N 1 Hvordan regne ut Dy F(X)?
an(X) — [im 7Lnf(31X, 0000g anX) Hvordan dele et rom pa 27



Hvordan regner vi ut D,F(X)?
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Introduksjon

1 Rom
an(X) = lim —Lnf(alx, 500 anx) Funktorer
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Hvordan regner vi ut D,F(X)?

Introduksjon

. 1 Rom
an(X) = lim —Lnf(alx, cee anx) Funktorer
317---7an_’0 n!a]_ c++dp Funktorer vs voksende

funksjoner

f(n) (0) n Oversettelse

e regneoperasjoner
n] avstand
: Kontinuitet og derivasjon
1-derivert testen

Konvergens

L]_ f(X) = f(X) — f(O), 'lj—(l'criv;“t'rat t.:::tcn .
L2 f(Xa .y)

Taylorpolynomer

Linezr, kvadratisk osv.
tilnzrming

polynomtester
Differensialer
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)} Analytisk fortsettelse

Taylor-tarnet

*

L1 F(X) = fiber{ F(X) — F(:

Rekursiv tilnerming

Hvordan dele et rom pa 2?
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Hvordan regner vi ut D,F(X)?

: 1
an(X) = 317,,I,|727,_>o anf(alx, cey a,,x)
_f) ,
n!

Lif(x) = f(x) — £(0),
Laf(x,y) = f(x+y) — f(x) = f(y) + £(0)

LiF(X) :-fiber{F(X) — F()}

Linezer, kvadrati
tilnzer
p




Hvordan regner vi ut D,F(X)?

: 1
an(X) = 317,,I,|727,_>o anf(alx, cey a,,x)
_f) ,
n!

Lif(x) = f(x) — £(0),
Laf(x,y) = f(x+y) — f(x) = f(y) + £(0)

LiF(X) =-fiber{F(X) — F(x)}

F(XVY) —— F(X)

| |

F(Y) —— F()

Personlig tilknytning

Linezer, kvadratisk osv
tilnzer
p




Hvordan regner vi ut D,F(X)?

: 1
an(X) = 317..|,Ig:_>0 anf(alx, cey a,,x)

(n)
) ,

n!

Lif(x) = f(x) — £(0),
Lof(x,y) = f(x +y) — f(x) — f(y) + £(0)
= (f(x+y) = f(y)) — (f(x) = £(0))
LiF(X) =-fiber{F(X) — F(x)}

F(XVY) —— F(X)

| |

F(Y) —— F()




Hvordan regner vi ut

Introduksjon

Rom
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Funktorer vs voksende
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regneoperasjoner
avstand

Kontinuitet og derivasjon
1-derivert testen
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L2 f(X’ y) - Téylorpolynon.ler
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Differensialer

Analytisitet
Analytisk fortsettelse

Taylor-tarnet
F(XVY) —— F(X) R

Hvordan dele et rom pa 2?
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D f(x) = lim £2£

(a1x,a2x)

23132

Laf(x,y) = (f(x +y) = f(¥)) — (f(x) — £(0))

LF(X,Y) =

F(XVY) — F(X)

l

F(Y)

|

— F()
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Oversettelse

regneoperasjoner
avstand
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Hvordan regner vi ut D,F(X)?

Df (x) = lim L2fx.22x)

Lof(x,y) = (f(x +y) — f(y)) — (f(x) — £(0))
F(XVY) — F(X)

F(Y) —— F(»)
F(XVY)
LoF(X, Y) = fiber { fiber l — fiber
F(Y)




Hvordan regner vi ut D,F(X)?

Df (x) = lim L2fx.22x)

Lof(x,y) = (f(x +y) — f(y)) — (f(x) — £(0))
F(XVY) — F(X)

| |

F(Y) —— F(»)

FIXVY) F(X)
LF(X, Y) = fiber { fiber l ~ fiber l
F(Y) F(+)

Faktoren 2! under brgkstreken i D,f(x) kommer av
at Lrf(x,y) = Lof(y, x) bare skal “telles én gang”.

Diffe

Analytisk fortsettelse



Hvordan regner vi ut D,F(X)?

sz(X) _ ||m Lgf(alx.azx)

231 an

Laf(x,y) = (f(x + y) = f(y)) — (f(x) — £(0))
FIXVY) —— F(X)

| |

F(Y) —— F()

FIXVY) F(X)
LF(X, Y) = fiber { fiber l ~ fiber l
F(Y) F(+)

Faktoren 2! under brgkstreken i D,f(x) kommer av
at Lof(x,y) = Lof(y, x) bare skal “telles én gang”.
Dette kan gjgres helt geometrisk (og dermed ogsa
pa rom) ved bare a ta hensyn til “banene”



Hvordan dele et rom pa 27

Ex: | Trofastland er
alle voksne gift med
én ektefelle av motsatt
kjgnn.

Sett at du skal telle an-
tall barn i Trofastland.
Du kan enten ringe alle
voksne og spdgrre dem
hvor mange barn de
har, summere opp og
sa dele pa 2, eller du
kan ringe alle kvinnene
og spgrre dem hvor
mange barn de har og
summere opp.
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