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Oppgave 1

I denne oppgaven er funksjonen f gitt ved at:  f(z) = z% — 3z2% + 4

a) Regn ut funksjonsverdiene for fglgende argument (z-verdier): —2, 0, 2.
Faktoriser f(z) mest mulig, og bruk dette til & avgjgre hvor funksjonen er positiv og
hvor den er negativ.

b) Finn f'(z) og f”(z) . Bestem de intervallene der funksjonen f er voksende og der
den er avtagende. Sett opp lokale ekstrempunkt og avgjgr om noen er globale. Gjgr
rede for hvordan grafen til f krummer og finn eventuelle vendepunkt.

c) Skisser grafen til f. Finn likningen for tangenten til grafen ndr z =0, og merk av
tangenten pa graf-skissen.

3 3
Regn ut verdien A der: A= / 4dx — / f(z)dz
0 0

A kan tolkes som arealet av et omrade. Merk av dette omradet pa grafskissen.

Oppgave 2

I denne oppgaven er funksjonen g gitt ved at:  g(z) = (1+z)e™°
Bestem skjzeringspunktene mellom grafen til g og koordinataksene.

Vis at g9'(z) = —ze " og bruk dette til 4 avgjgre om grafen til g har noen
ekstrempunkt.

Bestem konstantene a og b slik at G(z) = a + be™® — ze™® er en antiderivert
funksjon av g(z) der vi har at G(0) = 1.




Oppgave 3

Kari har vunnet 510 000 kr i Lotto. Premien ble utbetalt 1. januar 2002.

a) Kari plasserte umiddelbart hele premien til 7% rente per ar. Hva vil verdien av
premien veere henholdsvis 2 ar og 4 ar etter innskuddet ?
Hvor lenge ma premien sta urgrt for at verdien skal vaere doblet ?
Hvor mye kunne Kari ha brukt av belgpet umiddelbart da hun fikk premien, og
likevel ha hatt 510 000 kr tilgjengelig igjen om 3 ar sa sant resten av premiebelgpet
ble plassert til 7% arlig rente ?

b) Kari bestemte seg for & ”leve pa premien” noen ar ved & sette premieutbetalingen
rett i banken og sa ta ut like store belgp ved utgangen av hvert ar i 6 ar fremover.
Fgrste utbetaling skal skje 31.12.02.

Hvor mye kan hun slik ta ut hvert ar fremover sa sant den arlige renta er pa 7% ?
Om Kari heller hadde valgt a4 ta ut 150 000 kr ved utgangen av hvert ar fremover,
hvor lenge hadde da den opprinnelige premien holdt med samme arlige rente ?

Oppgave 4
Funksjonen h er gitt ved at: h{z,y) = (y —z + Dy +1) = ¢y  +2y —zy —z + 1

a) Finn de partielle deriverte av 1. og 2. orden for h. Vis at h har ngyaktig ett
stasjoneert punkt: (0, —1), og klassifiser dette punktet.

b) A er omradeti zy-planet som er avgrenset av trekanten med hjgrner i (0, —1), (1, 0)
og (1, —1). Sidekantene er med i A. Finn minimumspunktet for h over omradet A.

c¢) Vi definerer en ny funksjon g ved at:

g(x,y) = n(h(z,y)) =In(y — =z + 1)(y + 1))

Skisser definisjonsomradet til g i zy-planet. Avgjgr om ¢ har stasjonsere punkt.

Oppgave 5

Utenfor en lave skal det ved hjelp av et
nettinggjerde pa 360m lages en innheng-
ning av 3 like store rektangelforma baser,
X X X X se figuren til venstre.

y y y

Nettingen skal brukes bade i ytterkant av
// /177 innhengningen og til skille mellom béasene.
L AV E / Det skal ikke veere netting pa sidekantene

/ / mot laveveggen.

Bestem lengdene pa sidekantene z og y slik at arealet av hver ”bas” blir stgrst mulig.
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Oppgave 1
I denne oppgéva er funksjonen f gitt ved at:  f(z) = 23 — 322 + 4

a) Rekn ut funksjonsverdiane for fglgjande argument (z-verdiar): -2, 0, 2.
Faktoriser f(z) mest mogleg, og bruk dette til & avgjere kor funksjonen er positiv
og kor han er negativ.

b) Finn f’(z) og f”(z) . Bestem dei intervalla der funksjonen f er veksande og der
han er avtakande. Sett opp lokale ekstrempunkt og avgjer om nokon er globale. Gjer
greie for korleis grafen til f krummar og finn eventuelle vendepunkt.

c) Skisser grafen til f. Finn likninga for tangenten til grafen ndr z = 0, og merk av
tangenten pa graf-skissa. 3 3
Rekn ut verdien A der: A= / 4dzr — / f(z)dz
0 0

A kan tolkast som arealet av eit omrade. Merk av dette omradet pa grafskissa.

Oppgave 2

I denne oppgéava er funksjonen g gitt ved at: g(z) = 1+z)e "

Bestem skjezeringspunkta mellom grafen til g og koordinataksane.

Vis at g'(z) = —ze~® og bruk dette til & avgjere om grafen til g har noko
ekstrempunkt.
Bestem konstantane a og b slikat G(z) = a + be™® — ze™* er ein antiderivert

funksjon av g(z) der vi har at G(0) = 1.




Oppgave 3

Kari har vunne 510 000 kr i Lotto. Premien blei utbetalt 1. januar 2002.

a) Kari plasserte umiddelbart heile premien til 7% rente per ar. Kva vil verdien av
premien vere hgvesvis 2 ar og 4 ar etter innskotet ?
Kor lenge ma premien sta urgrt for at verdien skal vere dobla ?
Kor mykje kunne Kari ha brukt av belgpet umiddelbart da ho fikk premien, og likevel
ha hatt 510 000 kr tilgjengeleg att om 3 ar sa sant resten av premiebelgpet blei plassert
til 7% arleg rente ?

b) Kari bestemte seg for & ”leve pa premien” nokre ar ved 4 setje premieutbetalinga rett
i banken og sa ta ut like store belgp ved utgangen av kvart ar i 6 ar framover. Fgrste
utbetaling skal skje 31.12.02.

Kor mykje kan ho slik ta ut kvart ar framover sa sant den arlege renta er pa 7% ?
Om Kari heller hadde vald & ta ut 150 000 kr ved utgangen av kvart ar framover, kor
lenge hadde da den opprinnelege premien halde med same arlege rente ?

Oppgave 4
Funksjonen h ergitt vedat: h(z,y) = (y —z+ Dy +1) = y®  +2y—2y —z + 1

a) Finn dei partielle deriverte av 1. og 2. orden for h. Vis at A har ngyaktig eitt
stasjoneert punkt: (0, —1), og klassifiser dette punktet.

b) A er omradet i zy-planet som er avgrensa av trekanten med hjgrne i (0, —1), (1, 0)
og (1, —1). Sidekantane er med i A. Finn minimumspunktet for h over omradet A.

c¢) Vi definerer ein ny funksjon g ved at:

9(z,y) = In(h(z,y)) =In((y — z + 1)y + 1))

Skisser definisjonsomradet til g i zy-planet. Avgjer om ¢ har stasjonsre punkt.

Oppgave 5

Utanfor ein lave skal det ved hjelp av eit
nettinggjerde pd 360m lagast ei innheng-
ning av 3 like store rektangelforma basar,
X X X X sja figuren til venstre.

Yy Yy y

Nettingen skal brukast bade i ytterkant av
// /177 innhengninga og til skille mellom basane.
L AV E / Det skal ikkje vere netting pa sidekantane
/ / mot laveveggen.

Bestem lengdene pa sidekantane z og y slik at arealet av kvar ”bas” blir stgrst mogleg.
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Andregradslikning az® + bz + ¢ =0 der a#0

btV b% = 4ac

Lgsninger: =z = 5 , sasant b%2— 4ac >0
a

Sirkellikning (x—a)® + (y—b0)? = r?

Sirkel med radius r og sentrum i punktet (a, b).

Derivasjon flz) = m2Y - iy {E+89) - @)
Az—vDAx Ax—0 Am
Potensregelen: flz) = z» = fi(x) = nz™!, uansett n

Derivasjonsregler for funksjonskombinasjoner:

a) f=k-u = f' = k-4 (ker en konstant)
b)) f=ut+v = f=u+
¢) f=u—-v = f =4

d) f=u-v = ff=v-v+u-v

e) f:-:f = f =

Herer f,uoguv alle funksjoner av samme variabel.

Kjerneregelen: Hvis y = f(z) = gu) , der u = u(x)
si er f@) = g'(u)-v'(z)
, _dy  dy du
eventuelt  f'(z) = iz = du 1o

Tangentlikning y—y = f(21)(z —21), der (z1, y1) er tangeringspunkt.




Tilvekstformelen f(a+Az) =~ f(a) + flla)Az, Az er liten.

Elastisitet  Til y= f(z) defineres elastisiteten E i y mhp. = som

dy =z T
= —_— = = f, xr)s ——
&'y = 79 5
A A
Vi har at et APON il ndr Az er liten.
Yy z
Potenser Definisjoner: a? = 1 a™ = -(-11;
a* = ¥a a¥ = (¥a)" = 3
Regneregler:  a™-a" = a™*"  (a.b)" = g"- "
a™ a\" a”
Z_ = gm-n =) = =
a® @ (b) bn
(am)‘n = qm'n
Eksponensialfunksjoner
Generelt grunntall a > 0 : flz) = a® = f(z) = Ina-a®
1
Grunntall e : e= lim(1 +;)" = 2.71828...

fl@) = e = flz) =€

Kjerneregel: flz) = e® = f(z) = @) . u/(z)

Logaritmefunksjoner

Definisjon av naturlig logaritme (grunntall e ) :

Yy = Inz er det tallsom e ma opphgyesiforag z,dvs.

e =e"* =3  (z2>0).
Derivert: f(z) = Inx = fl(z) = %
Kjerneregel: flz) = lnu(z) = f(z) = —J(% - u'(x)

D e



Regneregler for logaritmer:
x
In(z-y) = Inz + Iny In (§> = Inz — Iny

In(z?) = p-lnz In(e*) = z

Definisjon av logaritme med grunntall a , der a >0, a#1:

y = log,z er det tall som @ méa opphgyesifor agi x , dvs.

a¥ = %% = g (z>0).
. . : Inz
Omregningsregel for logaritmer: log,z = na
Integralregning
Ubestemt integral: / f(z)dz = F(z) + C, der Fflz) = f(z)
Regneregler: / hdr = 252" 4+ C, n#E-1

Inz +C, >0

/x‘lda:
/ek’”d:r =

/k-f(ac)da; - k~/f(x)d:z:

i
—
8| =

&

1

e
[y
>
)
+
Q
bl
“th
(=]

JU@ + o)t = [i@as + [ ota)da

Bestemt integral:

=
8
&
Il

b b
[F(:z:)‘}1 = |F(z) = F(b) — F(a), der F'(z) = f(z)

b c b
/f(a:)dz = /f(fc)d:c + /f(m)dx, der a < ¢ <b
3




Rekker / Finansmatematikk

Summen av en geometrisk rekke (n ledd):

1 -k
Sp =a + ak + ak® + ak® + -+ + ak™! = a-l P
Nar |k|<1, savil Sp "2 8§ = 1 __ ¢
ar | , savi e =077 =1 %

e Sluttverdi av belgp K, etter n perioder til rente r (pr. periode):

K, = K, (1 +7‘)n

e Naverdi av et belgp. K, utbetalt etter n perioder til rente r (pr. periode):

Kn

Ky = —2—
CT @+

e Oppsparingsannuitet, innbetaling ved utgangen av hver periode. Verdi umiddelbart
etter siste innbetaling :

verdi

sparebelgp

rente pr. periode
antall perioder

I

Q+r"-1
T

V = K

3 5 "<
Il

e Néiverdi av annuitet. Fast utbetaling ved utgangen av hver periode, fgrste utbetaling
ved utgangen av fgrste periode:

Ky = naverdi
P 1+r)m-1 K = utbetalt belgp
0= r(l+r)" r = rente pr. periode
n = antall perioder

e Nedbetaling av 1an (annuitet). Fast innbetaling ved utgangen av hver periode, fgrste
innbetaling en periode etter laneopptak:

Ko = lanebelgp
K = r(l+r)" K = nedbetalingsbelgp
- o (1+7r)—1 r = rente pr. periode
n = antall perioder




Funksjoner av to variabler

Funksjonen z= f(z,y)
of . of
Punkt der 3 fr =0 og 3y

Klassifisering av et stasjonzrt punkt (a,b)

Vi definerer:

og setter

A

A

62f ”

= == = fzm(a”b)
0x? |,
82f .,

= —< = f,.(a,b)
ay2 . vy

= A-C — B?

Da gjelder en av fglgende muligheter

1.

2.

A>0 o0g A<O
A>0 og A>0
A<O

A=0

=

=

=

=

beskriver en flate i rommet.

f; =0 kalles stasjonere punkt.

J har lokalt maksimum i (a,b)
f har lokalt minimum i (a,b)
f har sadelpunkt i (a,b)

Ingen avgjgrelse for (a,b)




